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����� ���� ����������� � ����� ν(G)� ��� �������� �� �������� ��������� ��� �������� ��
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G �� ��� ������ ������� G×G� ��� ����� ��� ������� ���������� ������ G� �� ��� ���� �
����������� �� ����� �� ������� ���� �� ��� �������� �������� �� ν(G) ���� �� ��� ����������
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|G| ����� �� ����� �� �� �������� G
H ≤ G H � �������� �� �� ����� G
H � G H � �������� ������ �� ����� G
gh (:= h−1gh) ��������� �� g ��� h
[g, h] (:= g−1h−1gh) ��������� �� g � h
F (X) (:= F ) ����� ����� ����� � �������� X
�X� �������� ������ ���� �������� X
XG ����� ������ �� X �� G
H ∼= G ���������� ����� �� ������ H � G
d(G) (:= d) ���������� �� ����� G
o(x) ����� �� �������� x
G� (:= [G,G]) �������� �������� �� ����� G
o�(x) (:= o(xG�)) ����� �� x �������� � G�
G ∗H ������� ����� ����� �� ������ G � H
Gi i���� � ����� �� ����� ����������� �� G
Um �������� ��� ������� �������� ������������� ��� �� ��� m
Φ ������ Φ �� �����
Gab (:= G/G�) ������������ �� ����� G
��
G⊗H ������� ��������� ��� �������� ��� ������ G � H
G⊗G �������� ��������� ��� �������� �� ����� G
ν(G) ����� ν(G) �� �� ����� G ��������
G�H ������� ���������� ������� �� G � H
GH ������� ���������� ������� �� G � H
G ] H ������� ���������� ������� �� G � H
G×H ������� ������ �� G � H
G ∧G �������� �������� �� ����� G
Δ(G) ����� �������� �� G
Γ(A) ������ ���������� �� ��������� �� ����� �������� A
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� ������� ��������� ��� �������� �� ������ G �H� �������� ��� G⊗H� ��� �����������
��� ����� � ����� ���� � ���������� � ������� ��������� ����� �� ������ ���������� ����
� ��� ������������ ���������� �� ������ �� ������ ��� ������ �� ���������� �� �������
�� ��� ������ ������������ ����� ��� �� ������ �� ����������
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������ ��������� �� ���������������� ��������������� ����� ���� ������ G � H� �������
�� ��� ���� �� ��������� (g, h) �→ gh �� H ����� G � ��� ���� (h, g) �→ hg �� G ����� H�















������� ���� ����� g, g1 ∈ G� h, h1 ∈ H� ����� ����� � ������� ��������� ��� �������� ��
G � H� G⊗H� � ��� �������� � ����� ������ ��� ����� �� �� ����� g⊗h� g ∈ G, h ∈ H�
������������ �� ��������
gg1 ⊗ h = (gg1 ⊗ hg1)(g1 ⊗ h),
g ⊗ hh1 = (g ⊗ h1)(gh1 ⊗ hh1),
���� ����� g, g1 ∈ G � h, h1 ∈ H�
�� ����������� ���� � ���� ��� ���������� �� �� ����� G ����� �� ����� � ������
������ ����� ��� ������� � �������� ��������� ��� �������� G⊗G�
���� � �������������� �� �������� ���������G⊗G ��� ������ � ��������� �����������
�� ������� � ���������� ����� ������� ���� �� ���� ����� G� � �� ������ ����������
������ ��� ���� ��� ������ ������ �� ������ ��� ����� ���������� � �������� ��� � � �
��� �� �������������� �� ������ ���� �� ������� � ������������ � ������� � ��� ���������
������ �6�� ���� ������ � ����� ��������� ��� ��� ��� � ������������ ���� ������� |G|2
��������� � 2|G|3 ��������� ����� ������ ��� ��� ���� ���� �������������� ���������
����������
��������� �� ���������� �� ��� ����������� ����� ������� 658 − 659�� � ��� ��� ��� ���
������� � ������������ �� �� ��������� �� �������� G⊗G�
�� ������ ��� �� ������� ���� ��������� ���������������� ���� � ������� �� ����
����� ��������� � �� ������ ����������� �� ������ ������������� ����� ��� ��� ������������
������������ ��������� ���� ���������� ����������� ��� ����� ����� �� 1991 ����� ������
������ ������� 1��� ������� �� �� �������� ν �� ������ �� ������� ���� �� ���� �����
G� ��������� ��� ����� �������� Gϕ� ��� � ���������� ϕ : G→ Gϕ, g �→ gϕ, ∀g ∈ G� �
����� ν(G) � ������� ���� �����
ν(G) = �G,Gϕ | [g1, gϕ2 ]g3 = [gg31 , (gg32 )ϕ] = [g1, gϕ2 ]g
ϕ
3 , ∀g1, g2, g3 ∈ G�.
���� �� ��������� ��������������� ����� ����������� � ��������� ������� ���� � ���
���������� � ��� � �������� ������ [G,Gϕ] �� ν(G) � �������� �� �������� ���������
G ⊗ G� ���������� �� ν(G) ��� ��� �������� �� G ⊗ G ��� G × G� ��� ��������
�� ������������ ������ �� ����� ν(G) � ��� � �������� ��������� ���� ��� ���������
������������� �� ������� �� ������������
����� �������� ���������� ���� ��������� ���� ���������� ����� � ����� ν(G) ������
� �������� ��������� G⊗G � ������ �� ������������ ������������ ��� ������ ������� �����
ν(G) = ([G,Gϕ] G) Gϕ� �������� �� ������� ((G ⊗ G) � G) � G� ���� ������������
����� ����� ���������� ��� �������� ��������� ������ � �������� ��������� G ∧ G� � �
������������� �� ������ M(G)� ����� ������ ������ �� ν(G)� ���� �� ������ ������������
������ � ���������
� ������ �� ��� ������������ ����������� �� ����� ����������� G� ����� � ����� ����
���������� ���������� �� ����� ���� ���� ������ �������� ������� ��� ��� ������������
����������� ���� ν(G)� ���� ����������� � ���������� �� �� ��������� ���� � ������� �������
�� �������� ��������� ��� �������� ���� �������� �� ����� ν(G)� � ��� ������� � ���
�� ����������� ��������������� ���� ��� ������� � ������� ��� ����� �� ����� ��
���������� ����� ����� ������ � ��� ����� �������� �� ����� ������������ �� �������
���� �������� ������ ��� �������� �� ������� ��� ���� ���� ����������
�� �������� ��� ���������� ����� � �������� �� ������ �� ν(G) � ���� ������ �
� ������� �������� ��������� Δ(G)� ������ ��� ����� �� ��������� [g, gϕ] ��� g ∈ G�
���� �������� �� [G,Gϕ] � ������� �� ν(G) � � ��������� [G,Gϕ]/Δ(G) � �������� ��
�������� �������� �� G� G ∧G� ��� ����� ���� �������� ��� ������ �����
� ��������� ρ : ν(G) → G, g �→ g, gϕ �→ g� ���� ���� g ∈ G� ����� �� ��� ������ ��
ν(G) ����� G ���� ������� Θ(G)� �� �������� ��� ���������� [G,Gϕ] � � ������ �� ν(G)�
� ��������� �� ρ � [G,Gϕ] � � ��������� ��������� ρ� : [G,Gϕ] → G�, [g, hϕ] �→ [g, h]� ����
�
����������
���� g, h ∈ G� ���� ������� µ(G)� ������ ���������� �� ������ �� ��������� ���� �� ����
��� [G,Gϕ]/µ(G) ∼= G�� ���� ������ µ(G)/Δ(G) � �������� �� ������������� �� ������
M(G)�
�� �������� �� ��������� ������� ������������ ��� ������ ������������ ������ �
��������� ������� ��� �� ����� ����� G� �� ����� mn� � ����������� ������ ��� a � b�
�� � ������� ����� ��������
am = 1, bn = as, ab = ar
� �������� �� ��������� ��������� ����������
(a) 0 < m,n
(b) rn ≡ 1 (mod m)
(c) s(r − 1) ≡ 0 (mod m).
����� ��������� ����������� �� ����� �� ����� ����������� �� ����� mn� ��������� ����
������ � ������� ��� ���� ��� ���������� �� ������ ������� ���� ���� ��� � ������
(m,n, r, s) ��������� ������������� � ����� ����������� ����� G := g(a, b;m,n, r, s)� �
������ �� ������������ �� ����� G� ���������� �� ��������� �� �� � ������ ����� ����
� �������� �� �������� �������� �� ����� G� G� = [G,G]� � ������ ����� � ������ ��
����� G� Z(G)� ������ � ������ ������ �(47.10)� �� ������ ��������� ��� ar−1 ���� �
�������� �������� �� G � ��� ���� ������ ����� ���������� ����� � m/(m, r − 1)� ���
���� ������������ ������� ����� �� ��� ���������� ���������� ����� ������ � ������
���������� ������ ���� G = g(a, b;m,n, r, s) �� ����� ����������� ������ ��� ���������
�����




(m, s)(s, r − 1)
�
,
���� o�(a) � o�(b) ��� �� ������ ��������� �� ������� aG� � bG�� ���������������� �����
�������� ���������� ��� � o(b)� ��� � ��������� ���� � ������� ��� ������ �� �� ��������
������� ���� � �������� ��������� ��� �������� �� ����� G� ����� ���� ����� ��������
�� �������� [G,Gϕ] �� ����� ν(G)�
�� ������� ����� ����� ����� ��������� �������� ��� ������ ������������ ���������
������������ ��� ������� � ����� ���� �� G = g(a, b;m,n, r) � �� ����� �����������
�������� ����� G � �������� �� �����
�a, b | am = 1, bn = 1, ab = ar�,
���� m,n, r ∈ Z+� ��� mn = 0 � r ∈ Um� ��������� ��� ������ ������������ �������� ���
������ ��������� �������� � ��� ���� ������������� ������������ ���� ����� (m,n, r)�
��� �� ���������� ���������� �� ����� ���� �� ������ ������������ ������� ������� �
�������� ���� ���� ������������ �� ���������� ������
�
����������
���� ������ ���� g(a, b;m,n, r) �� ����� ����������� �������� ������
o�(a) = (m, r − 1), o�(b) = o(b) = n,
���� m � n ��� �� ������������ ������ ���������� ���� ������ �������� ����� �� ������
������������ ������ � ���������
� �������� � ��� ���� �������� � ������� �� ����� ν(G) ���� ������ ������������
G� �� ��� ���� ����� �������� ��� ������ ������������ ������ � �� ������� ����� ���
������ ������������ ���������
� ������ �� ������� ��� ����� ���� �� ������ ��� ��������� ��������� �� �����
[G,Gϕ]� {[a, bϕ], [a, aϕ], [b, bϕ], [a, bϕ][b, aϕ]}� ������� ������������� ���� � ����� ν(G)
������ G = g(a, b;m,n, r, s)� ��� �������� (r > 1) � ��� ������� �s > 0� ��� m ���
�������� �� � ��� m � ��� �������� ��� ���� ���������� � �������� ������� ��
������������� �� ����� ν(G) ������ G = g(a, b;m,n,m− 1, s)� s > 0 �� ��� ��� ������
G = g(a, b;m,n, r, 0)� r > 1�
�� ���������� ����� �� ��������� � ����������� ��������� ����� �� ��������� �� ����
����� ������� �� �������� ���������� ������� ����� ���� �� ���� ������ �� ����� [G,Gϕ]
� ������ �������� � ��������� ���� � ������� �� ����� ������������ � � ������ ������
�������� ��� ��� ��� �������� ���������� � ��������� � ����� ν(G)�
���� ��� ���� ��������� ���������� ��������� ����� �� ��������� ��������� �� �����
[G,Gϕ]� ����� � ���� ������ ��� ��� ������ �������� �� ��������� ���������� �� �������
(n, r, s)� ������������ �� �������� �� m�
���� ������ ���� G = g(a, b;m,n, r, s) �� ����� ����������� ������ ������
[b, bϕ]n = [a, bϕ]s = [b, aϕ]s, �� 2 � s �� �� 4 | s
[b, bϕ]n = [a, bϕ]s[a, aϕ](r−1) = [b, aϕ]s[a, aϕ](1−r), �� 2 � s.
����� �� ������ ��������� ���� ��� ���������� ������� �� ��� ���� ����� ����� �����
����� ���������� ������ ������ ������� �������� ����������� � � ��������� ���� �� ��������
��� ������ ��� ��������� �� �������� ������� �� ����� [G,Gϕ]�
���� m �� ������ ������� ��� ��������� ��������� Um = {a¯ ∈ Zm | (a,m) = 1} �
����� ��� �������� �� ���� Zm � ������ ��� s � ����� ������� �������� �������������
��� � ��� m ��� ��� rs ≡ 1 (mod m)� ������ ��� r¯ ∈ Um�
�������� ������ ����� ��������� 2.1� ����� � ������ Em : Um × Z→ Z ���
Em(r, x) =

x, se r ≡ 1 (mod m) ou x = 0
1 + r + · · ·+ rx−1, se r �≡ 1 (mod m) e x > 0
−rxEm(r,−x), se r �≡ 1 (mod m) e x < 0
�
����������
� ������ ������� Em(r, x) ��� �� ����� � �������� �� ����� ��� ��������� �� �����
[G,Gϕ]�
��� � ����� ��������� �� ������ Em(r, x)� ��������� � ����� ����������� �����
G = g(a, b;m,n, r, s) ����������� ���� ������ (m,n, r, s)�
�������� ������ ���� � ������ (m,n, r, s) ��������� �� ����� ����������� ����� G =






[s, r − 1]
(m, s)
, n
[s, r − 1]2
(m, s)2
, r − 1, Em(r, o(b))
�
.
���� ���������� �������� ���� � ���������� �� ����� ν(G) ���� �� ����� �����������
����� G = g(a, b;m,n, r, s)� ��� ��������� ������ �� ����������� ��� ����������� �����
���� �� ������ ��� ��������� �� �������� ������� �� ����� [G,Gϕ] ���� m ��� � m � ����
��������������� ���������� ��� �� �������� ������� ����� �����
���������� ������ ���� G = g(a, b;m,n, r, s) �� ����� ����������� ������ ��� ��������
��� m ���� ������ ��� ����� ���� �� ������ ��� ��������� �� �� �������� ������� ��
����� [G,Gϕ]�
i) [a, aϕ] ��� ����� ��������� (m, 2(r − 1))�
ii) [b, bϕ] ��� ����� ��������� nk�
iii) [a, bϕ] ��� ����� ���������
�
(m, 2sk) , �� 2 � k
(m, sk) , �� 2 | k � 2 � s,
(m, sk) , �� 2 � s �� �� 4 | s;
iv) [a, bϕ][b, aϕ] ��� ����� ����������
(o�(a), o�(b), Em(r, o�(b)), sk) , �� 2 � k,
(o�(a), o�(b), Em(r, o�(b)), sk/2) , �� 2 | k.
�� ����� �� ������������ �� ���������� ������ ����� ������� �� ��������� ��������
����� �� ��������� �� �������� ������������






















���������� ������ ���� G = g(a, b;m,n, r, s) �� ����� ����������� ������ ��� ��������
��� m ������ ������ ��� ����� ���� �� ������ ��� ��������� �� �� �������� ������� ��
����� [G,Gϕ]�
i) [a, aϕ] ��� ����� ��������� (m, r − 1)�
ii) [b, bϕ] ��� ����� ��������� nk�
iii) [a, bϕ] ��� ����� ��������� (m,Em(r, o(b)), sk)�
iv) [a, bϕ][b, aϕ] ��� ����� ��������� (o�(a), o�(b), Em(r, o�(b)), sk)�
�� ��������� ����������� ����������� �� ����� [G,Gϕ] ���� G = g(a, b;m,n, r, s) � m
� ���� ����� ������� � ������ �� ������������ ���������� ����� � �� ���� �������
[a, bϕ]s = [b, aϕ]s = [b, bϕ]n,
[a, bϕ]Em(r,n) = [b, aϕ]Em(r,n) = [a, aϕ]s.
���� � �������� ��� ������ ν(G) ��� G = g(a, b;m,n, r, s)� r > 1� s > 0 � m ���
�� ������� � �������� 66 − 79�� ����� �� � ����� �������� A� ���� ��������� ���
u, v, w, z � �� �������� ���������� ��� �� ������������ ������� �� ���������� ������ �
������ �� ��� �������� ���� �� G ����� A ������� � ����� H ���� � ������� ����������
H = A � G� ���� ���� ����� ��� ���� �� Gϕ ����� H ���� ������� ���������� ������
��� ���� �������� � �������� �� �������� ����� ν(G)� � �������� �� ����� ν(G) ��
������� � �������� 81 − 89� ����� �� ������� �������� � ������ �� ����� �������� A�
���� ��������� ��� �� ������ � �� �������� ���������� ��� �� ������� �� ����������
������ ��������� ���� ��������� ������
���� ���������� ��� �������� � � �� ������� ������������� ���� �� ������ [G,Gϕ]�
G ∧G � M(G)� ���� �� ����� �� ��� m � ��� � m � � ���� ����������������
������� ������ ����� 1�� �� 1970� ������� ��� ������ ������������ ������� ��� ����
����� ������� � ������������� �� ����� ������� ���� ����� ������� �� ������ (m,n, r, s)�
�� 1994� ����� ���� ������ �������� M(G) �� �� ����� ����������� ����� G� ��� ���
������������� �������� ���� �������� ��� �������� �� ���������� M(G) ∼= µ(G)/Δ(G)�
����� �� ����� ��� G� � �� ����� ������� �������� �� ��������� [G,Gϕ]/µ(G)� �� �����
�� ������ ��������� ��� ��������� ��������� �� ������������� �� ������ ����������� ���
����������� ��� ���������� ������ Δ(G)� ������ ���������� ��������� ��� � ����� ��
����� M(G) ��������� ��� ������ ������������ �� �������� �� m�
���� ����� ������ 147� §5� ���������� �� �������� p������� ������������ �� ������ p�
������ ������������ ��� ������� ������������� �� ����� �������� � ����� �� �����������
�
����������
����� ������� ��� ������ �� ����
�a, b | am = 1, bn = a m(m,r−1) , ab = ar�
������� ������������� �� ����� �������� ���� ��������� ���� ��� ������ ����� ���� ��
������ ���������� ������� s =
m
(m, r − 1) �
�� ������ ��������� �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ ��������� G =
g(a, b;m,n, r, 0)� ��������� ��� �������� � ���� ������ (16) ������������ ������ m � ����
��� ���� �� ��������� ��� ������ ��� �������� � ��� � ���������� �� ��� ������ ��������
���� 15�� ������ m � � ���� ����� ������� � ������ �� ��� ��������� ��� ������������
��������� ��� �� ��� ��� ����������
������������ �� �������� �� m� ������ ������� � ��������� ������ �����������
12� ���������� �� ������ �� �� �������� ������� ���� � ����� [G,Gϕ] ������ G =
g(a, b;m, 2,m− 1, 0)� � ���������� ����� ��� ������ ������� � ��������� ������ ��� ����
������� � ����� ������� Dm ���� � �������� ������� �� ����� ��� ���������� �������������
Qm�
����� ����� ��������� ������ ��� ����� ����� �� ����� ν(G) ���� ������ �������
������ ������� � ������ � ����� τ(G) = ν(G)/Δ(G)� ��� ����� ��� ����� ���� ���������
�� �����������
�� ������� ����� �� �������� �� ���� ���������� �������������� ���������� ���
������������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ ��������� �� �������� �� ������
��� ��������� �� �������� ������� �� �������� ���������� ��� �������� �������� ��� ���
������� �������� ����� �� ������� ��� ��� ��� � ����� G = g(a, b;m,n, r) � ������
��������
������� � ����� ��� ���������� ��� ���� ���� �� ������ ��� ��������� �� �� ����
����� ������� �� �������� ��������� ��� �������� �� �� ����� ����������� �������� ���
��������� ���� ��� ��� ��������� ��� ���� ���� ����� � ����� ������� ��� ��������� ��
����� [G,Gϕ]� ��� �������� �� ��� ������������ �� ������� � �������� 106 − 115�
������� �������� ���� ������ ���� ���������� ����� ��� � ����� ��� �������� � � ��
�������� � ���������� �� ����� ν(G)�
���� ����������� ������������ �� ������ G ∧ G� µ(G) � M(G)� ������ ����������
��� ������� � ����� ���� ���� �� ����� τ(G)�
���� ��������� ���������������� �� ����� � ������ ��� �������� ���������� �� ����





����� ��������� ������������ ������� ��������� � ���������� �� ������ �� �������
�� ����� ����� ����� �� ������� ������� ���������� ���� � ���������� ���� ����� ���������
���� ������� ������������ ���� ������ � ������ ����� ���������� ����� ����� ���� � �������
����� ������� ����� �������� ����� �� � ����� ������ �������
��� ������� ��� �����������
����� G �� ����� � g� h ��������� ����������� �� G� �������� �� ��������� �� g ���
h� gh� � �������� ���� ��� gh := h−1gh �� � ��������� �� g � h� [g, h]� � �������� [g, h] :=
g−1h−1gh = g−1gh� �� ����������� ��� �������� � ��������� ���� �� [[x, y], z] = [x, y, z]�
� ���� � �������������� [[x1, x2, . . . xn−1], xn] = [x1, x2, . . . xn−1, xn]� ���� ��������� xi ∈
G� �� ����������� ������ ��� ���������� ������� � ������ �� ����������� �� ���� �����
������������
���������� ������ ������ ������ 123� ����� x, y, z ��������� �� �� ������ ������
(i) [x, y] = [y, x]−1�
(ii) [xy, z] = [x, z]y[y, z] � [x, yz] = [x, z][x, y]z�









(iv) [x, y−1, z]y[y, z−1, x]z[z, x−1, y]x = 1 ����������� �� �����������
����� ���� ������������ H � K �� �� ����� G� ��������� ��� [H,K] � �������� ��
G ������ ���� �������� {[h, k] | h ∈ H, k ∈ K}� �� ����� [H,K] = �[h, k] | h ∈ H, k ∈ K��
�� ����������� [G,G] � � �������� �������� �� G� G�� ���� �������� ��� � �����������
�� ��� G/G�� ������� ����� ������������ �� G� ��� � ����� ����� ��������� ��� G ���
� ��������� �� ����� �� H � ������ �� G ��� � ��������� G/H ��������� ����� G� ≤ H�
�������� �� ����� ������
��� ������ ������
����� ����� ��������� �� �� ��������� �� ����� ����� � ������������ �� �� ������
��� ���� ������� �� ���� ������������� ����� ������������� ����� ��� ����������� ��
������� �����
�������� ������ �� ����� F � ���� ��� ����� ����� �� ����������� X ⊆ F ��� ����
�������� ����� G ���� � �������� ��������� θ : X −→ G� ������ �� ����� �����������
θ
�
: F −→ G ��� ��� xθ = xθ�� ���� ���� x ∈ X�
����� ��� ������ �� ����� ����������� ��� ��� xθ = xθ�� ���� ���� x ∈ X �









� ����������� ���� �� θ = ic◦ θ�� ������ ��������� ���� ����������� ��������� �� ������
�� ����������� X � ����� ��� ���� �� F � |X| � � ����� �������� �� F � r(F )�
� ��������� � ������ � ��� ������ �� ����������� � ����� ��� �������� � �����
����������� �������� �� ������
���������� ������ ������ ������� 3− 4� (i) �� F � ����� ����� X ����� X ���� F �
(ii) ������ ������ �� ����� ����� ��� ����������
(iii) ������ ������ �� ������ ���������� ��� ��� ����������
������ ���� �� �������� X ��� ����� �� ������������� ��������� � ������ ��������
��������� �� ����� ����� ����� X� F = F (X)� � �������� ������� ������ ������ ��
�������� ����� ����� ������ ������� 4 − 7��� � ��������� � ������ ����� � �������� �
������ �� ������ �������
���������� ������ ������ ������ 7� ���� ����� � ��� ������ ���������� �� �����
����� ������
����� G �� ����� � θ : F −→ G �� ��� ������ �� �� ����� ����� F = F (X) �����
G� ����� G ∼= F/N � ���� N � � ������ �� θ� N := ker(θ)� ��������� R �� �����������
�� F ��� ���� N ���� �������� ������ �� F � �� ����� �R�F = N � ������� ��� X � R
���������� G � ����� �� �����������
�
�������� �� ����� ������
�������� ������ ��� � ������� ������������ �������������� ���������� G = �X | R� �
�������� ���� ��� �� ������������ ����� �� ������ ������������ �� G� �� ��������� ��
X ��� �������� ��������� � �� ��������� �� R ��� ���������� �� ����� G � �������
���������� ������ �� X � ����� �� ���������� ����������� �� ������ ��� ������������
�� ��� X � R ����� ����� ������� ����� ����� � ������ |R|− |X| � ������� ����������
�� ����� G�
�� ������ ����� � ����������� ������ R �� �X | R� ��� �� �������� �� ��������
R = 1� ���� �� ���� ���� ri ∈ R� ����� ri = 1� �������� �������� ���������� ���� G�
���������� ������ ������ ������ 42� ���� ����� ������ ��� ������������ �� ���� �����
����� � ���������� ������������
� ������� ����� �������� �� ������ � ������������� ��� ����� ������ ������ �����
����������� �� ����� �� ���� ���� ���������
������� ������ 1. �X | � � � ������������ �� �� ����� ����� �� ����� |X|�
2. ���� ����� ������� � ��� ������ ���������� �� Z = �x�� � ������ �� G � �� �����
������� �� ����� n� ��� � ������� �������� ��� ��� ������������ ���� G � �x | xn = 1��
3. �� ����������� ������ ��������� ������� ����������� �������� ���� �������� �����������
4. ���� n > 2� � ����� ������� �� ����� 2n ������ ��� ������������ �� �����
Dn = �x, y | xn = 1, y2 = 1, xy = x−1�.
�� ���� �� ��� n = 2 � ����� D2 � ���������
5. ���� n ≥ 2� � ��������� ������������ �� ����� 2n+1 ��� ��� ������������
Q2n+1 = �x, y | x2n = 1, y2 = x2n−1 , xy = x−1�.
���� ������ ������ ������ 42� ����� G� H � K ������� α : G −→ H �� ���������� � β :
G −→ K �� ������������ ���� ��� ker(α) ⊆ ker(β)� ����� ������ �� �����������















���������� ����� ���� ������ ������ ������ 43� �� G = �X | R� � H = �X | S� ����
R ⊆ S ⊆ F (X)� ����� ������ �� ���������� φ : G → H ������ ���� x ∈ X ��� ���
ker(φ) = S \ R� ������������� ���� ��������� �� G = �X | R� ��� ��� ������������
�X | S� ��� S ⊇ R�
��
�������� �� ����� ������
���������� ����� ������ �� �������������� ������ ������ 44� ����� G �� ����� ���
������������ �X | R�� H �� ����� ���������� � θ : X → H ��� ������� ����� θ
�� ������� � �� ����������� θ� : G → H ��� � ������� ��� θ � ����������� ��� ��
��������� �� G� ���� �� �� ���� ���� x ∈ X � ���� r ∈ R� � ��������� �� ������������ �� x











� ����������� θ� � ����� ���� G � ������ ��� X� ���� ������ �� H � ������ ��� θ��
x ∈ X� ����� θ� � ������������
�� �����G ���� ��� ������ �������������� ���� ��� �������� � ����� �������Dn ����
��� ����������� ���� �� ������� ������ ���� 4. �� ��� �x, y | x2 = y2 = (xy)n = 1��
���� � ����� � ��������� � ������ �� ��� ������������ �� G ����� � �������� �����
�������� ����� ������������ ���� � ����� ������
�� 1908� ������ ���� ������� ��� ���� ��� ������������ �� �� ����� G�
G = �a, b, c, . . . | P,Q,R, . . .�� ������� ������������ �� ���� ��� ��� ����� � ����� ��
���� ����� � ������ �� ���������� ������� ���� ������������� ����� ��� �� ����������
�������������� �� ������ �� ��� ���� ������������� ��� �����
T1 ������ �� �������� ����������� R+
�� �� �������� S, T, . . . ��� ������� �� P,Q,R, . . . ����� �������� S, T, . . . �� �������� ��
�������� �����������
T2 ������� �� �������� ����������� R−
�� ����� ��� ���������� ������� S, T, . . . �������� ����� P,Q,R, S, . . . ��� ������� ���
������ ����� ������ S, T, . . . �� �������� ��� �������� �����������
T3 ������ �� �� �������� X+
�� K,M, . . . ��� �������� �� a, b, c, . . . ����� �������� �� �� ����� x, y, . . . �� �������� ��
��������� � �������� �� �������� x = K, y = M, . . . �� �������� ��� �������� �����������
T4 ������� �� �� �������� X−
�� ������ ��� �������� �� G � �� ����� p = V, q = W, . . . ���� p, q, . . . ��� ��������� ��
G � V,W, . . . ��� �������� ��� ��������� ���������� �� p, q, . . . ����� ������ �� ���������
p, q, . . . � ������ ����� ��������� ��� V,W, . . . ��� ������ �������� � ������ p = V, q = W, . . .
��� �������� �����������
��
�������� �� ����� ������
���������� ������� ������ ������ 49� ����� ���� ������������� ������ �� �� �����
������ ��� ���� ��� ������ �� ����� ��� ��� ��������� ����� �� �������������� �� �������
�� ��������� ��� � ���������� ������� ��� ������ �� ��������� ����� ��������� ��
���� ������������� ������ ����� �������� ������ ����������� ���� � � ��������� ����
����� �� ����������� �������� �� ��� ����� �� ������� ��� ����� ���� ���������
���� ��� ���������� �� ������ ������� 1.3�� � ����� �������� ������� ���� ������ �������
��� ����� ������ ���������� ������������� ���������� ���� � ����� ���� �� ��� ����
���� �� �������� � ������ ������������ ��� ������� ���� ��������� ��� �� �������� ��
��������� �� ����� ����������� ����� � ������
�������� �� �������� ������ �� ��������� ���� ���������� �� ��� ������� w ��
������ ��� ��������� �� G ����� �� ��� � ���������� �� G� w =G 1�
�������� �� ����������� ������ �� ��������� ���� ���������� �� �� ��� ��
�������� u, v �� ������ ��� ��������� ������ �� ��� ��������� ����������� u = vg�
g ∈ G�
�������� �� ����������� ���� �� ��� �� ������������� ������� � �������� �������
�� �� ������ ����� ��� ����� ������������� ��� �� ��� ����������
� �������� �� ������� � � �������� �� ���������� ��� ���������� �� ������ ������
���������� ��������
��� ������ ����������� � ��������
����� ����� ������� ������� ������������ �� ������ ����������� � ��������� �����������
���� � ���������� ���� �� ��������� ���� ���������� ������� ���������� �������� �����
�������� ������ �� ����� G � ���� ���������� �� ������ ��� ����� ������ �� ���������
1 = H0 ≤ . . . ≤ Hn = G
���� ��������� Hi+1/Hi ���� ������� �� ������ �� G/Hi� ���� ���� i� ��� ����� � �������
����� ������� �� G� ����������������� [Hi+1, G] ≤ Hi� ���� ���� i�
�� �������� ��� � ���������� ����� ��� � ����� � ������ ���� � ���� �� [Hi+1, G] ≤ Hi
� ����� Hi � G� ���� ���� i�
������ G � �� ����� ����������� � ������ ���� c �� ����� ����� ������� �� G
� ������� ������ �� ������������ �������� ��� c = cl(G)� �� cl(G) = c� ����� Hc �
���������
��
�������� �� ����� ������
�������� ������ �� ����� G � ���� ��� ������� �� ������ ��� ����� ��������� �� ����� ��
������ ��� �����
1 = G0 � G1 � . . . � Gn = G
�� ���� � ��������� Gi+1/Gi � ��������� ���� ���� i�
�������� ������ �� G � �� ����� ������� ����� � ����������� �� ����� �������� �����
������ �� G � ������� � ����������� �������� �� G�
������� ������ 1− �� ����� G ��� ����������� �������� 0 ��� � ������� ��� ������
����� 1�
2− ������ ��� ����������� �������� �� ������ 1 ��� ������ �� ����������
3− �� ����� ������� ��� ����������� �������� �� ������ 2 � ���� ������������ ��
������ ������������ G ������ ������� ����������� �������� �� ������ 2 ���� G/H �
������� ���� �������� ��� H ��������
�� ����� ��������� ���������� �� ��� ������ �� ������ ��������� �� �������� ������
������������ �
��� ������ ������������
�� ���������� ���������� � ������������� ����� ����� ����� ��� ����������� �� �����
���� � ������� �����
�������� ������ �� ����� G � ���� ����������� �� ������ ��� ������ ����������� ��
���������
G = G1 � G2 � . . . � Gn+1 = 1
�� ��� ���� Gi+1 � �� �������� ������ �� Gi �������� ����� ���������� � ���� ����
������ Gi/Gi+1 � �������� ��� ������ �� ��������� � ������� ����� ������������
� ����������� ������������� � ������� �� ������� � �������� �� ��������� � �� ���
�������� ���� �������� �� ������ ������������ ����� �� ������ ���������� �������� ���
����������� � ����������� ���������� �������� ���� ������ �� ������ ������������ ��� �����
�����
�� ������ ������������ ������ ����� ��� �������� ���� ������ �������� �� ��� ����
�������� � ���������� ������� �� ����������� ���� ����� ����������� � ���������� �������
�� � ���� ������ ��� �� ��� �������� �������� ��� �� ����� � ���������� �����������
����� ���� � ����������� ��� � ��������� �� ��������� ����������� ������ ��� ���� �����
��
�������� �� ����� ������
������� ���������� ����������� � ������������ � ������ � ����� C2 � C∞, ������� �������
����������� �� C2 ��� C∞ ������ ������ ����
���� ������ � ������ ��� ������ ������������ � ������� ���� ���������� �����������
��������� � �������� ������� ������ �� � ������ �� ������ �������� ������ � ������������
������ ��� �� ������� ����� ������ ������ ������������ ��� ��������� �� ����� ��� ������
�� ��� ���� ��� ������ � �� ����������� ����� �� � ������ ��������� 3.11���
���� � ��� ������ �� ������ ����������� �� ����� ��� ������� � �������� �� �������
������������ ������� �������������
�� �������� ������ ���� ���� Gi/Gi+1 � �������� ������ ����� xi �� Gi ��� ���
�xiGi+1� = Gi/Gi+1� ���� �������� ������ i�
�������� ������ ��� ��������� �� ��������� X = [x1, x2, . . . , xn] ��� ���
�xiGi+1� = Gi/Gi+1� ���� 1 � i � n� � ������� ��������� ����������� �� G�
� �� ���� ������� ��� ���� ����� �� ���������� ���� �� Xi = [xi, xi+1, . . . xn]� ����
����� i ∈ {1, 2, . . . , n} � ��� ��������� ����������� ���� � ����� Gi� ���� � �� ���������
��������������� ����� ���� ������� �� ������ ���������� � �� ������� �������������
�������� ������ ���� X ��� ��������� ����������� ���� G� � ���������
R(X) := (r1, r2, . . . , rn)
������� ��� ri := |Gi : Gi+1| ∈ N∪ {∞} � ������� ��������� �� ������ ��������� � X� �
�������� {i ∈ {1, 2, . . . , n} | ri finito} � �������� ��� I(X)�
� ���������R(X) � � �������� I(X) �������� ������ �� ����� ����������� �� ���������
G1, G2, . . . , Gn ���������� �� X� ���� �� Y � ��� ��������� ����������� ���� � ����� G
�������� � ����� ����� ����������� ��� X ����� ��� R(X) = R(Y ) � I(X) = I(Y )�
�� ������ ��������� ��� ��� ������� ����������� ������� ����� � �����G� ��� ��������
� ����� � ����� ��� � ������� ��� ���� ������� �� R(X) � ����� ��� �����������������
�� I(X) = {1, 2, . . . , n}� �� �� � ����� � ����� ����� � ������� ��� �������� �� R(X) �
���������� � ��� ������
��� � ������� � ���������� �� ��� �� ��������� �� ��� ����� ����������� ��� ��������
��� ���������� ������������ X ���� Gi = �xi, . . . , xn�� �� ����������� � ����� G � ������
����� ��������� �� ��������� X� ���� ������ ���� ������� ��� � ����� ����������� G = G1 �
G2 � . . . � Gn+1 = 1 � ���������� ����������� ��� X ���� �� �������� R(X) �� ������
����������
��
�������� �� ����� ������
������� ������ ���� G = �(1234), (13)� ∼= D4� ����� ������� ��� � ����������� ��
��������� ����������� ���� G ��� � ���������� ������� ��� G�
(i) ���� G2 = �(1234)� ∼= C4� ����� G = G1 � G2 � G3 = 1 � ��� ����� �����������
���� G ���� X = [(13), (1234)] � Y = [(24), (1432)] ��� ���������� ������������ ��������
���� ������ ���� I(X) = {1, 2} = I(Y ) � R(X) = R(Y ) = (2, 4)�
(ii) ����� G2 = �(12)(34), (13)(24)� ∼= V4 � G3 = �(13)(24)� ∼= C2 ��� G = G1 �
G2 � G3 � G4 = 1 ��� ����� ����������� ���� G ���� ���������� ���������� ��� X =
[(24), (12)(34), (13)(24)] � Y = [(12)(34), (1234), (13)(24)]� ��� �������� ������ I(X) =
{1, 2, 3} = I(Y ) � R(X) = R(Y ) = (2, 2, 2)�
�� ��������� ��������� ��� � �������� ��
���� ������ ������ ����� 8.3� ���� X = [x1, x2, . . . , xn] ��� ��������� ����������� ����
� ����� G ��� ��������� ��� ������ ��������� R(X) = (r1, r2, . . . , rn)� ������ ���� ����
g ∈ G� ������ ��� ����� ��������� (e1, e2, . . . , en)� ��� e1 ∈ Z� ���� 1 � i � n �
0 � ei < ri� �� i ∈ I(X)� ��� ��� g = xe11 . . . xenn �
�������� ������ � ��������� g = xe11 . . . x
en
n �� ���� ����� � ������� ����� ������
�� �������� g �� ����� G ��� �������� � X� � ��������� (e1, e2, . . . , en) � � ����� ��
��������� �� g ��� �������� � X� �������� ��� expX(g) = (e1, e2, . . . , en)�
� ������� ����� ��������� �� ��� ��������� �������� �� ����� G �� Zn� ��� �������
g �→ expX(g)� ������� ��� ���� ��������� ��� � �� ������������
������� ������ (i) ��������� � ��������� ����������� X = [(13), (12 . . . n)] ���� � �����
������� G �� ����� 2n�
���� n ���� ���� ���� g = (13 . . . n−1)(24 . . . n) �� �������� �� G� ����� ������������
�� G� (12 . . . n)(12 . . . n) = (13 . . . n − 1)(24 . . . n)� ������ g = x01x22 = x22 � ��� �����
������ ���� g ���� expX(g) = (0, 2)�
������������� ���� n ���� ������ ���� g = (13 . . . n)(24 . . . n− 1) �� �������� �� G�
����� ������������ �� G� (12 . . . n)(12 . . . n) = (13 . . . n)(24 . . . n − 1) ���������� ������




2 ��� ��� ����� ������ ���� g ���� expX(g) = (0, 2)�














1 � ������ G � �������� �� ����� �������
������� � G ≥ �x1� ≥ 1 � ��� ����� ����������� ���� G� � ��������� X = [x1, x2] � ���
��
�������� �� ����� ������






� ����� ��� ��� g = x21x
1
2 � ����� ����� expX(g) = (2, 1)�
�� ������� �� ��������� ��� ��������� �� �� ����� ����������� ����� ��� ������ ����
��������� �� �������� �� ����� G ��� ���� ��������� X� ����� �������� ��� � ��� ���� �
����������� ������� ���� � ������������ �� G�
���� ������ ������ ����� 8.6� ���� X = [x1, . . . , xn] ��� ��������� ����������� ���� �
����� G ��� ������ ��������� R(X) = (r1, . . . , rn)�
(i) ���� i ∈ I(X)� ����� � ����� ������ �� ��� �������� xrii � ���� ��� xrii =
x
ai,i+1
i+1 . . . x
ai,n
n �
(ii) ����� 1 ≤ j < i ≤ n� ����� � ����� ������ �� �� ��������� x−1j xixj � ���� ���
x−1j xixj = x
bi,j,j+1
j+1 . . . x
bi,j,n
n �





j+1 . . . x
ci,j,n
n �
�������� ������ ��� ������������ �x1, . . . , xn | R� � ������� ��� ������������ �������
����� �� ������� ��� ��������� S = (s1, . . . , sn) ��� si ∈ N∪{∞} � �������� ai,k, bi,j,k, ci,j,k
���� ��� R �������� ��� ��������� ���������
xsii = Ri,i ��� Ri,i := x
ai,i+1
i+1 . . . x
ai,n
n ���� 1 ≤ i ≤ n ��� si <∞�
x−1j xixj = Ri,j ��� Ri,j := x
bi,j,j+1
j+1 . . . x
bi,j,n
n ���� 1 ≤ j < i ≤ n�
xjxix
−1
j = Rj,i ��� Rj,i := x
ci,j,j+1
j+1 . . . x
ci,j,n
n ���� 1 ≤ j < i ≤ n�
����� �������� ��� �������� �������� ������������� � �������� ����� � �� ���������
� �� ������ ��� �������� �� ���������� ����� �� ��������� ���������� S � ������� ��
��������� ��� ��������� �� �������������
�� �������� �� ���������� �� ����� x−1j xixj = xi � xjxix
−1
j = xi ��� �������� ��������
� �������� ��� �������� �� ������������ ���� �� ��������� �� �������� ���� �������� ���
�� ������������� ������������ ����� ��� ������������ ��� ������������� ������ ������������
� ��������� ����� ��������� ��� Pc�x1, . . . , xn | R�� �� ��� pcp �������� �� ����� ����
������� � ����������� � ��������� ���� ���������
������� ������� ���� G = Pc�X|R� �� ����� ������� ��� ��� ������������ �����������
��� �� �������� ���� �� X = [x1]� ����� ���� �������������� ���� R�
1− �� R = ∅ ����� G � �� ����� ������� ��������
��
�������� �� ����� ������
2− �� R ������ ������ ��� ������� �� ��������� �� ����� xs11 = 1� ����� G � �� �����
������� ����� �� ����� s1�
���� ����� ����������� G ��� ��� ��������� ����������� X ��� ����� �� ��������
�������� �� �������� �������� �� ���� ������ � �������� S ��� ��������� �� ���
������������ � ����� �� ������ ��������� R(X) ����� ����� ���� � ������� �� ��������� �
�������
������� ������� ������ ������� 8.8� ���� ��������� ����������� ��������� ��� �������
������������ ������������ ��������� ���� ����� ����������� ���� ��� ������� ��� ��� �����
�������� ������������
������� ������� ���� G = �(13), (1234)� ��� ��������� ����������� X = [(13), (1234)]�
��� ����� ����������� ���� G � G = G1 � G2 � G3 = 1 ��� G2 = �(1234)� �� r1 =
|G1 : G2| = 2 � |G2 : G3| = 4 ������������ R(X) = (2, 4)� ��������� ��� ������������
����������� ���� G � ���� ���
�x1, x2 | x21 = 1, x42 = 1, x−11 x2x1 = x32, x1x2x−11 = x32�.
� ��������� �� ������� ������ ��� ��� ��� ���� ������������ ����������� ����� ��
����� ������������
������� ������� ������ ������� 8.9� ����� Pc�x1, . . . , xn | R� ��� ������������ ���
��������� � G �� ����� ������� ��� ���� ������������� ����� G � �� ����� ������������
X = [x1, . . . , xn] � ��� ��������� ����������� ���� G � � �������� ��� ���� ������ ����������
R(X) = (r1, . . . , rn)� �������� ri ≤ si ���� 1 ≤ i ≤ n�
� ������������ �� ������� ������ ��� � �������� �� ����� ��� ��������� �������
����� ���� G �� ��� ����� ��� Gi = �xi, . . . , xn� � G ���� 1 ≤ i ≤ n�
����� ������������� ������������ ���� �� ����� � �������� S ��� ��������� � � ��������
R(X) ��� ������ ��������� ���������� ����������� �� ����� ������� �� ������ ��������
���� �� ������ ������������� �� ����� ����������� ��� ������ ������������ ��� ����� ����
���������� �� ���� ��������������
�������� ������� ��� ������������ ����������� Pc�X|R� ��� ��������� �� ��������� S
� ������� ����������� ��� ���������� �� R(X) = S�
� ����� �������� ��� ���� ����� ����������� ��� ��� ������������ ����������� �����������
�� ������� � ������� �������
��
�������� �� ����� ������
������� ������� ������ ������� 8.11� ���� ��������� ����������� ��������� ��� �����
�������� ����������� ������������ ��������� ���� ����� ����������� ���� ��� ������� ��� ���
������������ ����������� ������������
�� ������ ������� ���� ������ �� ��� ������������ ����������� ���� � ����������� ��
�������� ��� ������������ ����������� ���� ���� ��� ������������ ����������� �������
����� � ����� � ������� �� �������� �� ����������� ��� �������������� �� ������������
�� �������� �� ������� �� ���������� ���� ������� ��������� ���� ����� ���� � �� �����
���� � �� � �����
��� ������ ��� �������
����� ���� ������� �������� ��� ����� ������ �� ����� ����� ��������� ���� ������
���� �������� ��������� α � β�




:= ������ �������� ����� ����� α � β�
�� α | β� ����� ������� ��� α � �� ������� �� β �� ��� α ������ β� �� α � β� �����
α | β � (α, β/α) = 1� �� ������ ��������� α � � ����� �������� �� α ��� ������ β�
���� m �� ������ ������� ��� ��������� � ���� ��� ������� �������� ������ m
� �������� ��� Zm� � �������� ��� ������� �������� ������������� ��� �� ��� m �
�������� ��� Um� �� ����� Um = {a¯ ∈ Zm | (a,m) = 1}� �� m = 0� ����� U0 = {−1, 1}�
���� m > 0� ������ s � ����� ������� �������� �� Um ��� ��� rs ≡ 1 (mod m)� ������
��� r =: r¯ ∈ Um�
����� ������ ������������ ������ ���������� � �������� �� �������� ��� �������� ���
����������� ��� �� ��� m� Um� � ��� ������� ��� � ������ �� ������ �� ����������
������������ ����� ��� ����������� �� ������� � ����� ��� � ����������� ������ �
������� �����
�������� ������ ����� ��������� 2.1� ����� m, r �������� ��� m ≥ 0 � r ∈ Um� ����� �
������ Em : Um × Z→ Z ���
Em(r, x) =

x, se r ≡ 1 (mod m) ou x = 0
1 + r + · · ·+ rx−1, se r �≡ 1 (mod m) e x > 0
−rxEm(r,−x), se r �≡ 1 (mod m) e x < 0
�����
���� ������ ����� ����� ���� ����� m� r� x �������� ��� m > 0 ��� � r ∈ Um� �����
Em(r, x) ≡ x (mod 2).
��
�������� �� ����� ������
���� ������ ����� ����� ���� ����� x� r � m �������� ��� m ≥ 0 � ���� ������
r2x ≡ 1 (mod (m, 2(r − 1))) �����
rx + (r − 1)x ≡ 1 (mod (m, 2(r − 1))) �����
�������� ������ �� �������� �� �������� {a1, a2, . . . , as} � ������� �� ������� ����
����� �� �������� ������ m �������
(i) ai �≡ aj(mod m) ���� ����� i, j ∈ {1, 2, . . . s}�
(ii) ���� ���� n ∈ Z ������ i ∈ {1, 2, . . . s} ��� ��� n ≡ ai(mod m)�
�������� ������ �� �������� �� �������� {a1, a2, . . . , as} � ������� �� ������� �����
���� �� �������� ������ m ��
(i) (ai,m) = 1 ���� ���� i ∈ {1, 2, . . . s}�
(ii) ai �≡ aj(mod m) �� i, j ∈ {1, 2, . . . , s} � i �= j�
(iii) ���� ���� n ∈ Z ������������ (m,n) = 1� ������ i ∈ {1, 2, . . . s} ��� ��� n ≡
ai(mod m)�
�������� ����� �� ������ Φ �� ������� ���� m ∈ Z�+� � ������ �� ����� Φ(m) � �������
���� � ������ �� �������� ��������� ��� ��������� m ��� ��� ������������� ������ ���
m� �� ����� Φ : Z�+ −→ Z�+ �� ��� ����� ��� Φ(m) = |Um|.
������� ������ ���� m ∈ Z�+� m > 1� � ������� ��� � �������� {a1, . . . , as} � ��
������� �������� �� �������� ������ m� ����� s = Φ(m)�
������� ������ ����� m,n ∈ Z�+ ���� ��� (m,n) = 1� ����� Φ(mn) = Φ(m)Φ(n)�
















���� Pm = {p primo; p | m}� �� ����� � �������� ��� ������ ��������� �� m�
������� ������ �������� ����� a ∈ Z� m ∈ Z�+ ���� ��� (a,m) = 1� �����
aΦ(m) ≡ 1 (mod m).
��������� ������ �������� ������� �� �������� ���� p ∈ Z�+ �� ������ ������ �����
ap ≡ a (mod p)� ���� ���� ������� �������� a�
��
�������� �� ����� ������
��� ��������� �� ������
�� ��������� � ���������� � ������ ����� ��� ����������� �� ���������� ����� �������
���� � ������ �����
�������� ������ ��� �������� �� �� ����� G ��� �� ����� A � �� ����� �� ��� ������
�� �������� ������ N ��� ��� A ∼= N � ��/N ∼= G�
������� ��� A ��� � ��������������� �� �������� �� ��� ��� ��� �������� ���
�������� ��������� �� �������� � ���������� ����� ������ ��� � ����� �� �����������
��� ������� ��� �������� �� G ��� A ������ ���� �������� ��� ���� �������� ����� �
���� �� ������ XIX�
��� ��������� ������������ ��������� � ��������� i : A −→ �� ��� ������� � ����� A � �
����� ��� ����� i � ��� ������� ��� Im(i) � �� � �� � ��� �������� �� ��/Im(i) ��� A� ��
����� ������ � ��������� ��� ������� �� � G� µ : ��� G� � �� ��� ������ ��� ��� �� � ���
�������� �� G ���� ker(µ)� ������������ �� ���������� α : A −→ N � β : ��/N −→ G�
������� i � µ ����� ����������� ����������� A α �� N inc �� ��� �� π �� �� /N
β �� G �
���� �� i = inc◦α � µ = β◦π� ���������� �� �������� A i �� �� µ �� G ���� ker(i) = eA�
Im(i) = ker(µ) � Im(µ) = G�
���� ��������� ����� ���� � �������� ���������
�������� ������ � ���������
A0
α0 �� A1
α1 �� A2 �� . . . �� An−1
αn−1 �� An
�� ������ Ai � ������������ αi : Ai → Ai+1 � ������� ����� ��
Im(αi−1) = ker(αi), 1 ≤ i ≤ n− 1.
�� ����������� �� n = 4� A0 = A4 ��� ��������� �������� ��� 1� � ��������� � �������
��������� ����� ����� ��� ��������
�� �������� ������ ����� ��� 1 �� A i �� ��
µ �� G �� 1 � ��� ���������
����� ����� �� ������� �� ������ �������� ��� � ���������� � ����� �� ������� ���� �
������ ���������� ����������� �� �������
�������� ������ ��� ��������� ����� ����� 1 �� A1
α1 �� A2
α2 �� A3 �� 1 �����
���������� �� ������ �� ����������� σ : A3 −→ A2 ��� ��� σ ◦ α2 = 1�
��
�������� �� ����� ������
������� ������ (a) ����� � � � ������ �������� �� ����� �� ����� ����� ���� ���������
��������� �� A ��� B�
(a.1) ������������ K = {1, a, b, ab} � ����� �� ������ ����� ��� |K| = 4 � K ��� � ��
����� �������� ���� N = �a� = {1, a} ��� |N | = 2� ����� N ∼= B� N � K� |K/N | = 2 �
K/N � �� ����� ������� ��� K/N ∼= A� ������ K � ��� �������� �� B ��� A� �������
���� �� K� ������ H = �b� = {1, b} ��� ��� |H| = 2� ���� H ∼= K/N ∼= A ��� H ∩N = 1�
�������� K = �a��b��
(a.2) ���� C4 � ����� ������� �� ����� 4 ���� ��� {1, c, c2, c3}� ��������� N = �c2� ��
�������� �� C4 �� ����� 2 � �������� ����� N ∼= B� ���� ������ N � C4� |C4/N | � ����
C4/N ∼= A� ����� C4 � �������� �� B ��� A� ������� ��� �� C4 ��� ������ ����� ��������
�� ����� 2 ���� �� N � � ������ ��� ������ �� �������� H �= N ��� ���� �������� � A�
(b) K � ��� �������� ������� �� C2 ��� C2 � C4 ��� � ��� �������� ������� �� C2 ���
C2�
�� ���� �� �������� ������� ��� ������ A ��� G � � ������� ������� �����������
�������� ������ ���� A �� �������� �� ����� �� ���� ��������������� �������� �����
� �������� G ≤ �� � �� ����������� �� A �� �� �� A ∩G = 1 � ���AG�
�� ��������� �������� �� ������ �� ������ ������ ����������� �� ������� ���������� �
� ���������
������� ����� ����������������� ��������� ������ �9.12� ����� G �� ����� ����� � A
�� �������� ������ �� G� �� (|A|, |G : A|) = 1� ����� G ������ �� �������� �� �����
|G : A| � ��������� ���� ������ ��������� ��� ���������� �� G�
�� �������� A ��� ������ ������� ��� �� ����������� �� �� �� ���� ������� ����
��� ������� ��� ������
�������� ������ �� ����� �� � � ������� ���������� �� A ��� G �� A � �� � A ������
�� ����������� B ∼= G�
� ����� �� ������� ���������� � ��� ������������� �� ������� ������ �� A ��� G�
������� ������ ������ ������� 229� ���� �� �� ����� ��� A � G ���� ��������� ��������
�� ��= AG � A ∩G = 1� ����� �� ∼= A×G�
��������� ������ ������ ��������� 5.2� � ������� ���������� �� �� A ��� G ��� ��������
� ψ� ����������� �� G �� Aut(A)� � �������� �� ������� ������ �� A ��� G ��� �
������� ��� ψ ���� G �� �������� ���������� �� Aut(A)�
��
�������� �� ����� ������
���������� ������� ������ ������ ���� ����� G = �X | R� � A = �Y | S� ������� �
ψ : G→ Aut(A) �� ����������� ��� ��� y(xψ) = wx,y � ��� ������� �� Y \ {0} (x ∈
X, y ∈ Y )� ����� � ������� ���������� �� �� A ��� G ��� � �������� ������������
�X, Y | R, S, {x−1yxw−1x,y | x ∈ X, y ∈ Y }�.
����� ��������� ������� ��������� ����� ������� ���������� �������� ���AG� � �������
���������� �������� ���A�G� ���� A � G ��� ��� ��������������� ��������� �� �� ���
��������� � ����� �������� �� �� � ψ � ����������� �� G �� Aut(A)�
��������� ����� A �� �������� ������ �� ��� �� ������� ���� ������ ����� �� �
����������� ������� �
�������� ������� ������� ��� G � �� ����������� ������� �� A �� �� �� ���AG � G
� �� �������� �� ��� � �������� ������������ M �� ��� G∩A = M � � ������ �� G ���
��� ��������������� � �����������
���� ����� ���� � ������� ����������� ����� ����� � ��� ����� � �������� �� �������
���������� ������� �
�������� ������� �� � � ������� ���������� ������� �� A ��� G� �������� ��� A ] G� ��
���AG� A � ������ �� �� � M = A ∩G�
������� ������� ���� A = �a� �� ����� ������� �� ����� 2n� n > 1� ����� m = a2n−1
��� M = �m� �� ����� 2� ����� G = �g� ����� ������� �� ����� 4 � θ � ����������
�� M �� G ����������� ��� mθ = g2� ��������� gψ � ����������� �� A ��� �������
����� �� ���� ��������� �� ����� ψ ��������� �� ����������� �� G �� Aut(G)� �����
� ������� ���������� ������� �� �� ������ � �������� �� ��������� ��������
�g, a | a2n−1 = g2 = m,m2 = 1, g−1ag = a−1�.
������� ��� ���� ����� �������� �� ������ �������� ��� �� ���������� ��������������
�� ���� �������� �� ��� n = 2� � ����� �� ����� � 8� � ����� ��� ����������� ���������
��� �� ���������� ������������� �� ����� 2n−1 � � ����� ������� ��� � ����� ����� ���
��� ��� ����������
��� � ����� ν(G)
����� ����� ������������ �� ���������� ������������� ��� ���������� ������ �� ������
����� ����� � ������ �� ������ ν(G)� [G,Gϕ]� Δ(G)� G∧G� µ(G) �M(G)� ���� ����������
��
�������� �� ����� ������
����������� � ����������� �������� ����� � ����� ���� ����� � ����� ���� ������ �������
� ��������� ����� ����������� ����� ����� ������ ����� � ��������� �����
��� ���� �� �� ����� G ����� �� ����� H � �� ����������� θ : G → Aut(H)�
���������� (h)(g)θ = hg� ��������� � ���� �� �������� �� G ����� H� �� θ � � �����
������� �������� hg = h� ����� ������� ��� G ��� ������� ���� ����� H �� ��� H �
G���������
������ ������������ ��� G ��� ����� H� ��� H ��� ����� G � ��� ���� ���� ����� ��
������ ��� ����������� ����� ������ ����� ��� ���� �� ������� ����� G ∗H ����� G �















����� ������� ��� � � � ���� ���������� ���� �� ����� � ������
��������� ��� G � H ���� �� �� ����� ���������� ����� � ������� ��������� ���
�������� G ⊗H� ����������� ��� ����� � ����� ���� ��� ���������� � ������� ���������
����� G/G�⊗ZH/H � �� ������ �������������� � ������ ��� ����� �� �� ����� g⊗h� g ∈ G�
h ∈ H� ������� �� ��������� ���������
gg1 ⊗ h = (gg1 ⊗ hg1)(g1 ⊗ h) �����
g ⊗ hh1 = (g ⊗ h1)(gh1 ⊗ hh1), �����
���� ����� g, g1 ∈ G� h, h1 ∈ H� ������� ��� �� �������� (1.4) � (1.5) ��� � ����� ���
����������� �� ����������� ������ g⊗h � ����������� ��� [g, h] � �� ����� ��� �����������
��� ��� ��� � ���� ��� ���������� �� ����� G ����� �� ����� �������� (1.4) � (1.5)�
� �������� ��������� ��� �������� G⊗G �� �� ����� G ��� ������� ���� ��������
�������� ������ ������ ������ 3� ����� G� H � L ������� ��� ��������� ψ : G×H → L
� ������� �� ����������� ��� ���� ����� g, g1 ∈ G � h, h1 ∈ H� �����
(gg1, h)ψ = (g
g1 , hg1)ψ (g1, h)ψ
(g, hh1)ψ = (g, h1)ψ (g
h1 , hh1)ψ.
��������� � ����� �� ������������� ������� ������ ��� � ������� �������� ��� ���
����������� ψ : G×H → L ��������� �� ����� ����������� ψ� : G⊗H → L ��� ���
(g ⊗ h)ψ� = (g, h)ψ� ���� ����� g ∈ G � h ∈ H� �� ������ ��������� � ������� ���������
��� �������� �������� � ����������� ��������� �� ������ �� ���������� � ������ �� ���
������������
��
�������� �� ����� ������
������� ������ ��������� G �� ����� � � ������ ψ : G×G→ G� ��� ������� (g, h) →
[g, h]� ���� ���� (g, h) ∈ G×G� ���� ���������� ������ ����� ��� ψ � ��� ������������
��������� ψ ����� �� ����� ����������� ρ� : G ⊗ G → G� ��� ��� (g ⊗ h)ρ = [g, h]�
���� ����� g, h ∈ G�
� ������� �������� ������ ��� ���������� ������� ��� ������ ������� � ��������� ����
��� ������ ����� ��� ����������� �� ����� � ����� ����
���������� ������ (a) ������ ����������� 1 (i)� �� ������ G � H ����� ����� G⊗H ��
���� ���
(g1 ⊗ h)g = gg1 ⊗ hg e (g ⊗ h1)h = gh ⊗ hh1 ,
���� ����� g, g1 ∈ G � h, h1 ∈ H� ���� ������� ��� ���� �� G ∗H �� G⊗H�
(b) ������ ����������� 1 (iii)� ������ �� ����� ���������� τ : G ⊗H −→ H ⊗ G ��� ���
(g ⊗ h)τ = (h⊗ g)−1� ���� ����� g ∈ G � h ∈ H�
�������� ��� �� ���������� ��������������� �� ������ �� �������� ��������� ���
�������� �� ������ � ���������� �� ������� �� ������������ ����� ���� ���������� ��
�������� ν �� ������ ��� �������
�������� ������ ������ ������ 65� ����� G � Gϕ ������ ��������� ��� ϕ� ��� �������
g �→ gϕ� ∀g ∈ G� �������� � �����
ν(G) := �G,Gϕ | [g1, gϕ2 ]g3 = [gg31 , (gg32 )ϕ] = [g1, gϕ2 ]g
ϕ
3 , ∀g1, g2, g3 ∈ G�.
�� ������ G � Gϕ ����� �������������� � ����� �� ν(G)� ��� ��������� ���� �
������ �� ����� ν(G) � � ������� ����� � ����� Υ(G) := [G,Gϕ] � � �������� ���������
��� ���������
���������� ������ (i) ������ ����������� 2.6� Υ(G) ∼= G ⊗ G ��� ���������� Ω ���
������� [g, hϕ] �→ g ⊗ h� ���� ���� g, h ∈ G�
(ii) ������ ������� 3.3� ν(G) = (Υ(G) G) Gϕ� �������� �� ������� ((G⊗G)�G)�G�
� ���������� ����� (ii) ��� ��� ��� � ����� ν(G) ���� ��� ����� ���� � �������
����� ��� �������� ������ Υ(G) � ���� ������ �� ����� G� �� ������� �������� �������
��� � ����� ν(G) ���� � ���������� ����� � ����� ���������� �� ���� �� G ����� G⊗G�
��������� ���� ���������� ������ ���� ���� �� ����� Gϕ�
� ����� � ���� � �� ��������� �� ������������ � ���������� ��� ����� ��� ������
������ �� ������ ������� � ��������� ����� ����� � ����� ��� � ����� ������ ������
��
�������� �� ����� ������
���� ������ �� ��������� �������� ����� �� ν(G)�
(i) [[g, hϕ], [x, yϕ]] = [[g, h], [x, y]ϕ]� ���� ���� g, h, x, y ∈ G�
(ii) [g1, [g2, g3]
ϕ] = [g1, g2, g
ϕ
3 ]






4 ] = [g1, g
ϕ
2 ]
[g3,g4]� ���� ����� g1, g2, g3, g4 ∈ G�
(iv) [g1, g
ϕ
2 , g3] = [g1, g2, g
ϕ




3 ] = [g
ϕ
1 , g2, g3] = [g
ϕ
1 , g2, g
ϕ




2 , g3]� ����
����� g1, g2, g3 ∈ G�





1 ] � ������� �� ν(G)� ���� ����� g1, g2 ∈ G�
(vii) [g, gϕ] = 1� ���� ���� g ∈ G��
� �������� ������ ��Υ(G)�Δ(G) := �[g, gϕ] | g ∈ G�� � ���� ���������� �� ��������
��������� � ������� �� ν(G) ���� ���� ������ �������������� � ����� ν(G)/Δ(G) ��
����� ν(G) ��� τ(G)� �� � ����� ��������� Υ(G)/Δ(G) � �������� �� ������� ��������
��������� G ∧ G� � ���� ��� �������� ��� ������ ����� ���� ���� ��������� ���� ������
������� � ��������� ������ ������ 181��
�������� � ������� ���� ������� ������������ �� ����� ν(G)�
���� ������ ������ ����� 2.2� ����� a, b, x ��������� �� G ���� ��� [x, a] = [x, b] = 1�
������ �� ν(G)� ����� ��� [a, b, xϕ] = [[a, b]ϕ, x] = 1.
���� ������ ������ ����� 2.3� ����� x � y ��������� �� G ���� ��� [x, y] = 1� ������
�� ν(G)� ����� ����
(i) [xn, yϕ] = [x, yϕ]n = [x, (yϕ)n]� ���� ���� n ∈ Z�
(ii) �� x � y ��� ��������� �� ������ ��� ������ o(x) � o(y)� ����� o([x, yϕ]) ������
(o(x), o(y))�
�������� ������ � ������ �� ���������� �������� π : G −→ G/G�� �������� o�(x) =
o(xG�)� � ����� �������� �� ������ xG�� �� ������ ��������� ������� ��� o�(x) = l ��
xl ∈ G� �� �� xt ∈ G� ����� l | t�
���� ������� ������ ����� 3.1� ����� G �� ����� � g� h ��������� ��������� �� G�
������
(i) [g, hϕ][h, gϕ] = [gh, (gh)ϕ].[h, hϕ]−1.[g, gϕ]−1 (∈ Δ(G))�
(ii) [g, hϕ][h, gϕ] = [h, gϕ][g, hϕ]�
(iii) �� h ∈ G� ����� [g, hϕ][h, gϕ] = 1�
(iv) �� gG� = hG� ����� [g, gϕ] = [h, hϕ]�
(v) �� o�(g) �� o�(h) � ����� ����� o([g, hϕ][h, gϕ]) ������ (o�(g), o�(h))�
(vi) �� o�(h) � ����� ����� o([h, hϕ]) ������ (o�(h)2, 2o�(h))�
��
�������� �� ����� ������
��������� ������� ������ ��������� 3.2� ����� G �� ����� ����� �� ����� ����� � g ∈ G
�� �������� ��� o�(g) = s� ����� o([g, gϕ]) ������ s�
���������� ������� ������ ����������� 3.3� ���� X = {xi}i∈I �� �������� �� ��������� ��
�� ����� G ��� I �� �������� ����� ���� ��������� ����� Δ(G) � ������ ���� ��������
Δ := {si := [xi, xϕi ], tjk := [xj, xϕk ][xk, xϕj ] | i, j, k ∈ I, j < k}.
������ �������������� � �������� �� �� ������ ���������� ��� ������ ��� �������
��� G⊗G� �� ����� ��� Υ(G) �� ν(G)�
���� �� ����� �������� ��������� A� Γ(A) � ������� ���� ����� � ����� ������ ���
����� �� ��������� γa� ��� a ∈ A� ������� �� ���������
γ(−a) = γa,
γ(a+ b+ c) + γa+ γb+ γc = γ(a+ b) + γ(b+ c) + γ(c+ a).
���� ������ γ � ��������� ���� ������ ���������� �� ��������� ������ ������ 61��
���������� ������� ������ ������ 181� §(14)� ������ �� ����������� ��� ������� ψ :
Γ(Gab) −→ G⊗G ��� ��� (γg¯)ψ = g ⊗ g� ���� g¯ ������ � ������ ������� �� g ������ G��
� �������� �� G⊗G ∼= [G,Gϕ]� Imψ� � ���������� ����� � �������� Δ(G)� �������
���� �� ���������� �������
��������� ����� Θ(G) � �������� �� ν(G) ������ ��� ����� �� ��������� g−1gϕ� ����
���� g ∈ G� ����� ���� ������� [G,ϕ] := �[g,ϕ] | g ∈ G�� ���� [g,ϕ] = g−1gϕ�
���������� ������� ������ ����������� 2.4� (i) � ����� Θ(G) ���������� Υ(G) � � ������
�� ν(G)�
(ii) ν(G) = Θ(G)�G�
(iii) ������ �� ���������� ρ : ν(G) −→ G ��� ������� g �→ g � gϕ �→ g� ���� ��������
g ∈ G� ��� ��� ker(ρ) = Θ(G)�
� ��������� �� ��� ������ ρ � Υ(G) ��� �� � ��������� �������� ρ� : Υ(G) −→ G�,
������� ��� ρ�([g, hϕ]) = [g, h]� ���� ����� g, h ∈ G� ����� ������� ker(ρ�) := µ(G)� ���
Δ(G) � µ(G) � µ(G) = Υ(G) ∩Θ(G)�
� ����� µ(G) � ����������� ���� ����� � ����� J2(G) �� ������ �� ���������� ����
���� ��� ����� �� ����� � ����� ���� � �������� ��������� ����������� �� ������
������� ���� �� ��� ������
��
�������� �� ����� ������







�2 . . . [gs, h
ϕ
s ]
�s ��� ��� [g1, h1]
�1 [g2, h2]
�2 . . . [gs, hs]
�s = 1� ���� s � ��
������ �������� gi, hi ∈ G� �i ∈ {−1, 1}, 1 ≤ i ≤ s�
(ii) µ(G) � ������� �� ν(G)�
������� ��� � ����� µ(G) � ��������� � ����� � ���������� � ��� ������������ ���
���������� ��� � � �� ��������� �� ������� ����� �� ��������� ����� ��� ������ �����
���������� ������� ������ ����������� 2.8� � ����� µ(G)/Δ(G) �� ����� ν(G) � ��������
�� ������� ����� �� ��������� H2(G)�
� ������� ����� �� ��������� �� �� ����� ���� G � ����������� ���� �������������
�� ������ M(G)� ������� ��� ����� �� 1904 ��� � ��������� �� ������� �����������
���� ����������� ������ ������ 347�� �� ������ ���� ��������� ���� ��� ���������� ��
����������� �����













��� �������� ��� ������ �� ����� ν(G)
� ������ �� ������ �������� � ������������ �� ����� [G,Gϕ] ���� � ����� G ⊗ G ∼=
Υ(G) ��� ���� � ������ g ⊗ h ���� ����������� ��� [g, hϕ]� ���� ��������� g, h ∈ G �
������� ���������� ������ ��� ���������� ���������� � �������� �� ����� ν(G) ������
����� ������������ ����������� �� ����� G� ���� � ���� �� ����� G ��� p������� ��������
������������ � ������������ ����� ���������� ����� ��� ����������� �� ����� ������ ������
��
�������� �� ����� ������
������� ������� ������ ����� ���� G �� ������
(i) �� G � ������ ����� ν(G) � ������
(ii) �� G � �� π������� ����� ν(G) � �� π������ ���� π � �� �������� �� �������
�������
(iii) �� G � ���������� �� ������ c� ����� ν(G) � ���������� �� ������ �� ������ c+ 1�
(iv) �� G � ������� �� ����������� �������� d ����� ν(G) � ������� �� �����������
�������� �� ������ d+ 1�
����� ������ ������ 2� �� ��� ������������ ���� � ���� (i) �� ������� ������ ��
������� �� ����� ν(G) ���� � ����� G ���� ����� ������ ��� ������� ��� � ����� χ(G)�
����������� ��� ����� ������ ������ 199� §4��
���� �� ��� �� ������ ���������� G � Gϕ� ����� � �����
χ(G) = �G,Gϕ | [g, gϕ] = 1, ∀g ∈ G�.
����� ����� ������� ����� ���� ��������� ������� ������������ �� ����� χ(G)� ���
����� �������� � ������� �������
������� ������� ������ ������� 4.2.4� ���� G �� π������ ����� �π � �� �������� ��
�������� ���������� ����� �� ������� �� ���� ������ ����� χ(G) � ������ �� π������
������ ���������� ����� �� ������� �� ���� ������
� �������� R(G) �� ����� χ(G)� � ��� ��� �� �������� [g1, g
ϕ
2 ]







� ���� ����� g1, g2, g3 ∈ G� ��� ����� � �������� � ����� τ(G) = ν(G)
Δ(G)
�� ����� ν(G)�






����� �� ������� ������� ���� ������������ �� ���� (iv)� ����� ���� �� ���
������������ ����� � ������� ���� � ����� ν(G)� ����� ��� G ���� �� ����� ����� �
��������
������� ������� ������ ������� 2.1� ����� G � Gϕ ������ ������ ������������ ��� ��
����������� ���������� ������������� {a1, a2, . . . , an} � {b1, b2, . . . , bn}� ���� ϕ : G→ Gϕ ��
���������� ��� ��� ai �→ bi� 1 ≤ i ≤ n� ���� δ(G) � ����� ���� ���� ������������ ������
�a1, ..., an, b1, ..., bn | G���������, Gϕ���������, [ai, bj]ak = [aaki , bbkj ] = [ai, bj]bk , 1 ≤ i, j, k ≤ n�.
����� δ(G) ∼= ν(G)� ���� ������ � �������� [G,Gϕ] � ������ ��� {[ai, bj] | 1 ≤ i, j ≤ n}�
��
�������� �� ����� ������
������� ��� � ������������ ���� �� ������� ������ ������� ������ ��� ����������
������������ � ��� �������� ������������ ��� ������ G � Gϕ� �� ����� ��� ������ ������ ��
��������� ������������ ��� ������ �� ��������
� �� �� ��� ��� ������������ ����������� ���� [G,Gϕ] � ������ �� ��� ������������
����������� �� ν(G)� ��� ��������� ����� � ����� ��� ������� ��� �� � ������ X �� ������
� ������� ���� ��������� ������ ���� �������� ����� G ��� ��� µ(G), G� ∈ X� ����� ���
[G,Gϕ] ∈ X� � ������������� ����������� � ������� ���� ��������� � ���������� ���� �
���� ������� ��� [G,Gϕ] � ������������ � ��������� ������� ��� µ(G) � ���������� �������
���������� ������� ����� ����������� 9� ���� G �� ����� ������������ ����� [G,Gϕ] �
ν(G) ��� �������������
����� �� ��� ��� ������������ ����������� ���� � �������� ��������� �� �� �����
������������ ������� ������� ����������
�������� ������� ����� ��������� 12� ����� G �� ����� � G = Gn � Gn−1 � . . . �
G0 = 1 ��� ����� ��������� ���� G� �� Ti ������ �� ����������� ���� Gi−1 �� Gi � Gi
������ � ������������ �� �� �������� ������� �� Gi/Gi−1 ���� Ti� �������
Li =
� Gi, �� Gi/Gi−1 � ��������
Ti, ���� ���������





�� G � �� ����� ����������� ��� ������ ����� ����������� G = Gn ≥ . . . ≥ G1 ≥ G0 = 1
� ��������� ����������� ℘� ����� LG �������� � ���� ����� � ℘�
���� �� ���������� ������� ����� ����� ����� ��������� ���� � ������� ������ ������
����������� ��� ������ ������������ ������� �� �������������� � �������� ��������� �
��� ������������� �� ����� ���� �� ����� ����������� ���������
������� ������� ����� ������� 13� ����� G = �X | R� �� ����� ���������� ��������
���� � S ��� ����� ��������� �� G� ����� ν(G) ��� � �������� ������������
ν(G) = �X,Xϕ | R,Rϕ, [g, hϕ]k = [gk, (hk)ϕ] = [g, hϕ]kϕ , ∀g, h ∈ X, k ∈ LG �������� � S �.
� ������� ������ ��� ����������� ��� ������������ ����������� ���� � ����� ν(G)
� ������ �� ������������ ���������� ������ �� ����� G� ������������� ���� � �������
�������
��
�������� �� ����� ������
������� ���� ���� � ���� �� ��� G � �� ����� �������� � ������� ������ ��� ��
��� ������������ ����� �� ν(G)� � ��� ��� ����� �������� ����� � ������ �� �������� ��
����� ν(G) �������� �� ��� ���������� ���������� ������� ��� ����� � ����� ��� ���
��� ��� �������� ��������� ��� ��������� �� �������� ��������� [G,Gϕ] �� �� �����
����������� G �� ������ �� �� �������� ������� ����������� �� G� � ����� τ(G) � �������
���� ����� � ����� ��������� ν(G)/Ω(Δ(G))� ���� Ω � � ���������� �� ����������
������ ����������� � �������� [G,Gϕ]/Ω(Δ(G)) �� τ(G) ��� [G,Gϕ]τ(G)� �������� �
G ∧G�
������� ������� ����� ����������� 20� ���� G �� ����� ����������� ��� X =
[x1, x2, . . . , xk] ��� ��������� ������������ ����� [G,G
ϕ]� �������� �� ν(G)� � ������ ���
[G,Gϕ] = �[xi, xϕi ], [xδi , (xϕj )�], [xi, xϕj ][xj, xϕi ]�
� [G,Gϕ]τ(G)� �������� �� τ(G)� � ������ ���
[G,Gϕ]τ(G) = �[xδi , (xϕj )�], [x�j, (xϕi )δ]�,
���� 1 ≤ i < j ≤ k� ����
δ =
�
1, �� |xi| <∞
±1, �� |xi| = ∞ � � =
�
1, �� |xϕj | <∞
±1, �� |xϕj | = ∞.
��� ����� ���������� ������������ ������� ��������� ���� �� ����� �������� � �� ��
����������� ��� ������������ ���� � ����� ν(G) ���� G ���� �� ����� ����������� �����
����� ������ �������� � ������ �� ��� ������������� ������ ��� ���������� ��� � �������
������ ���� �������� ����� ��������� ��������� ��� ������ [G,Gϕ]� G ∧G� M(G) � τ(G)�
������ ���� ������ �� ����� ν(G)� ����� �� �������� ���� �� ���� �� ��� � ����� G
� ����������� �������� ������ �� ������ ��� ������������ ���� � ����� �������� µ(G)�
������� �� ν(G)� ����� ������ ��� ����������� ��������� �� �� ������ � ��� �������
����� ���������� ���� ������ � ������ ����� �� �������� ��������� ��� ������ ������������




����� ��������� �������� �� ���� ������� ������������� � ������ ���������� ���� �
������ ��� ������ ������������ ������ � ��������� �� ��� ���� ������ ����� �������� ��
������ ������������ ������ ������� ��� a � b� ��������� ��� G = g(a, b;m,n, r, s)� ���
������������ ���� � ����� g(a, b;m,n, r, s) � ���� ����
�a, b | am = 1, bn = as, ab = ar�,
���� m,n > 0� rn ≡ 1 (mod m) � s(r − 1) ≡ 0 (mod m)� �� ����� �� ������ ������������
������ ��� ����� ���� ������������ ���� ������ (m,n, r, s)� ����� �� ����� ��� ������
������������ ������� ������������ �� ������ ��������� �� ������� aG� � bG�� ��������� ���
o�(a) � o�(b)� ���������������� ���� � ������� ���� �� ������ o�(b) � ���������� ��������
� ����� �� b� o(b)� ��� ��� ��� � ����� � ��� ��������������� �������� ����� ���� �������
���������� ����������� �� ������� �� ����� ��� ��������� �� �� �������� ������� ��
�������� ��������� ��� ��������� ������� ��������� � ������������ ������� ����� ���
����������� �� ������ � ������ ����� ������� ����� ���� ���� � ���������� ����� ���� ����
��������� � ����������� �� � ����� g(a, b;m,n, r, s) � �� p������ �� ���� ����� ������
�� ���������� � ����� ����������� ����� � ��� �������� �� ����� s > 0�
�� ������� ����� ����� ��������� ������� �� ������������ ���� ��� ������� � �����
���� ����������� �� ������ ������������ ��������� ��������� ��� G = g(a, b;m,n, r)� ���
����� ����� � ����� ����������� ������� ���� ��� ������� �� ��� ��� ��������� ���������
g(a, b;m, 0, r) = �a, b | am = 1, ab = ar�,
g(a, b; 0, n,−1) = �a, b | bn = 1, ab = a−1� ��
g(a, b; 0, n, 1) = �a, b | bn = 1, ab = a�,
�� � ����� ��� ��������� ���� ���������� �������������� ������ ������� ������������
�� ������� ��� ������� o�(a) � o�(b) ���� � ����� ����������� ������� G�
�������� �� ������ ������������
�������� ������ ������ ��������� �� ������ ��� �� ����� G � ���� ����������� �� ������
�� �������� ������ H ������� ��� ��� G/H � ��������
�� ����������� �� G� � �� �������� ������� �� ����� G ��� ��� � ��������� G/G� �����
� �� ����� �������� ����� G � � ������� ����� �� �����������
������� ������ (a) �� ������ �������� ������ �� ��������� ���������� ������������� ���
������ �� ������� 1.2.6� ����� 4. � 5. ��� ������������� �� ����� ������ �� ������
�������� �� �������� �� ����� 2 ��� ���������� ����� � ������������� ���� ����������
��� � ���� ��� �a, b | a2n−1 = 1, b2 = 1, ab = a2n−2−1�� n > 3�
(b) � ������� �� ����� � �� ����� ����������� ������� ���� ��� �a, b | ab = a−1��
������� �� ����� � �������� ������ ��������� 3.5.4��
��� ������ ������������ �������
� �� �� ������ ��������� ���� �� ��� ��� ���������� � ����� ����� ����� ���������
�� �������� �� ������ ��������� �� ������� aG� � bG�� ���� a, b ��� �� ��������� �� �����
����������� G� �� ���� �� ��� � ����� ����������� G ��� ������ � �������� �������� ��
������ �������� ��� ���� ��������� ���������� ��� ���������� (m,n, r, s)�
������� ����� ��������� ������ ������� ��� �� ����� ����� G� �� ����� mn� ��� ��
�������� ������� ������ H = �a� � ��� �� ����� ��������� G/H = �bH� ������� �� �����
n� ������ ��� a � b� � ������� ����� ��������
am = 1, bn = as, ab = ar �����
������������ �� ��������� ��������� ����������
(a) 0 < m,n
(b) rn ≡ 1 (mod m)
(c) s(r − 1) ≡ 0 (mod m).
������������� �� �� ��������� ��������� ��� ��� ���� ������������ ����� �� �����
��� �� ������������ ����� ����������� � ������� ����� �������� ������
�� ����� ����������� � ��� �������� �� �� ����� ������� ��� ����� ����� ��������
���� ������ m � n� ���� o(a) = m� � ���������� �� r � s ���
r� = rν , (n, ν) = 1,
s� = sν + (1 + rν + . . .+ rν(n−1)) = sν + Em(rν , n)
��
�������� �� ������ ������������
��� �� ��� �� ��������� �������� g(a, b;m,n, r, s) � g(a, b;m,n, r�, s�) ��� ���������� ����
���� ��� ����� �� ������ ������ 100��
���� ������� �� p������� ������������ ������� � �������� ��� �� ��������� � ���������
������� ��� ����������� �� ���� ��� ���� ���������� ��������� �� ���������� ����������
��� � ������ ��� ���������� ���� ���� ������ ��� ���� p������ ������������ ��� ��������
����� ������ ��� ������������ ����� �� ������
�a, b | apM = 1, bpN = apM−S , ab = a1+pM−C �, �����
�� p � � ��� ��
�a, b | a2M = 1, b2N = a2M−S , ab = a−1+2M−C � �����
�� p = 2� ���� ������ ������ ������ �� ������������� �������� ��� ��� ��������� ������
����� �� ���������� M � N � S � C� � ����� �� �����������
������������� ������ ���� ���������� �� 2������� ������������� �� ������� ����
�� �������� � ����������� ������������� ��� ���� ����� ������ ��� ��� ������������
���� �� p������� ������������ ������� ��� ���������� ��� ���������� ���� �������������
�������� ��� ��� ���������
������� ������ ������ ������� 4.8� �������� p������ ����������� ��� �������� ��� ���
������������ �� �����
�a, b | apM = 1, bpN = apS , ab = a1+pK �
���� M ≥ K ≥ 1� M ≥ S ≥M −K� N ≥ S ≥ K � K + p ≥ 4� �� �� �����
�a, b | a2M = 1, b2N = a2S , ab = a−1+2K �
���� M ≥ K ≥ 2� N +K ≥M � M ≥ S ≥M − 1�
���� ���������� � �������� ������ � ����� G ��� �� p������ ����������� ������ ���
��������� ��� pM = m� pN = n� pS = s� pK + t = r� ���� t = {−1, 1}� ���� p �� ��� �
��������� � ������ �� ����� �������������� G = g(a, b;m,n, r, s) �� ����� �����������
����� �p������ �� ����� ������������ �� ������������ �� ������� ������
����� ��������� �������� (m, r) = 1 ��� r > 1 ���� �������������� � ����� ���������
� 0 < s < m �� ���� �� ��� � ����� ��� � ��� �������� ������� � s = 0� ���� ����������
���������� �������� 1) ��� � ������� ��� ��� (m, s) �= 1 �� ����� G = g(a, b;m,n, r, s)�
���� �������� ������ (m,n, r, s) ������������ � ������� ������
�� ����� ������� ��� (m, s) = 1� ������ �as� = �a� �� �b� ⊇ �a� = �bn� ���������� ��
G ��� �� ����� ��������
��
�������� �� ������ ������������
��������� �� G = g(a, b;m,n, r, s) � �� ����� ����������� ������ ����� (m, s) �= 1�
2) ������ G = g(a, b;m,n,m−1, s) � �� ����� ����������� ������ ����� ��� n � ������
���� ���� m ���� ������ ����� G = g(a, b;m,n,m− 1, 0) � ��� �������� ��������
� ���� �� n ��� ��� ������ r = m − 1 ������ ������� (m − 1)n ≡ 1 (mod m) ��� �
������� ��� n � ���� ���� �������� m�
�� � ���� �� �������� ��� ������� ���� m ���� ����� � ������ � ���� �� m | (m − 2)s
� s ∈ {0, 1, . . . ,m − 1}� ��� ���� �� ��� ������ ���� ������� ����� �����������������
��������� ��� ��� ��� G � �� ����� ����� � H � �� �������� ������ �� G ���
(m,n) = 1�
3) ���� �������� x ∈ Z� �� n | x� ����� rx ≡ 1 (mod m). ���� ������ ������ ������ �����
β ∈ Z ��� ���
rx = rβn = (rn)β ≡ 1 (mod m).
� ���� � ������ ��� ����������� ��� ����� ������ ���� �� ��������� �� �����
����������� ����� G = g(a, b;m,n, r, s)� ���� �������� ������ (m,n, r, s)�
���� ������ ���� G = g(a, b;m,n, r, s) �� ����� ����������� ������ ��� ��������� ����
���
g(a, b;m,n, r, s) = �a, b | am = 1, bn = as, ab = ar�, �����
���� m,n > 0� rn ≡ 1 (mod m) � s(r − 1) ≡ 0 (mod m)� ������ ���� �������� g ∈ G
���� ��� ������� �� ����� g = aαbβ� ���� α � β ��� �������� ������ ������ m� ��������
�� h ∈ G ��� h = aγbδ� ��� γ � δ ���������� ������������� ����� �� ��������� ��������









(ii) gh = bβ+δar
δ(γ+αrβ)�
(iii) hg = bδaαr
β(1−rδ)+γrβ+δ �
(iv) gσ = bβσaαr
βEm(rβ ,σ)� ���� �������� σ ∈ Z�
������������� (i) ������������ ��� ������� ����� α � β�
�� ��������� ab = ar ����� ��� ab
−1
= at ���� rt ≡ 1 (mod m)� ���� ������
(a2)b = b−1aab = b−1abb−1ab = arar = a2r � ab
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� �� ����� aαbβ = bβaαr
β
�
(ii) ���� ������� aαbβ = bβaαr
β
�� ���� (i)� ����� ���








�������� �� ������ ������������








(iv) ����� ���� ������� ����� σ ∈ Z+ �� ����������� ������� α = γ � β = δ �� (i)�
g2 = aαbβaαbβ = b2βaαr
βEm(rβ ,2).











���� αrβ(σ+1) + αrβEm(r
β, σ) = αrβ(1 + rβ + . . . + rβ(σ−1) + rβσ)� � ����� ������ ����
σ ∈ Z−� ����� ���� ������� ����� g−1 �� (iii)�
� ����� � ���������� ��� ���� ��� ���������� �� �� ����� ��� �� ����������� �����
�� ��������� ��������� G�� � ������� Z(G)� �� ����� G = g(a, b;m,n, r, s)�
������� ������ ������ ����� ���� ���� G �� ����� ����������� ��� ��� ���������
G = SK� ����� S = �b�� K = �a� � r �� ������� ��� ��� ab = ar� ����� t := m/(m, r−1)�
�����
G� = �ar−1� ∼= Ct � Z(G) = �at, bn�.
������ � ������ ������ ��������� ������ ��������� ��� ar−1 ���� � �������� ��������
�� G = g(a, b;m,n, r, s) � ��� ���� ������ ����� ���������� ����� � m/(m, r − 1)�
���� � ��������� ���� ����� ��������� ���� ����������� �������������� � ��������
� �������� � �������� ��� ������ ��� ��������� ��������� �� ����� G = g(a, b;m,n, r, s)
����� ������ ��� ������ ��������� �� ������� aG� � bG�� �� ����� ������������ ��� ��
����� �� ��� ���������
���� ������ ���� G = g(a, b;m,n, r, s) �� ����� ����������� ������ ��� ��������� �
�������� ������� �b� ��� ����� nm/(m, s)�
��
�������� �� ������ ������������
������������� ����� m = o(a)� ��������� u = (m, s) �� ���� ��� u = αm + βs� ����
������ α, β ∈ Z� �����
au = aαm+βs = aβs,
� ��� � ����� �� au ∈ �as�. ��� u | s� �� ����� ������ γ ∈ Z ��� ��� s = γu� ����� ������












��������� �as� = �au� �� ������ u
�� �a�� �� ������ ���������
o(as) = o(au) = m/u =
m
(m, s)




� ���������� �� ������� �� ����� � ��������� � � ������ �� ���������� ����� �� �������
��� �ar−1� � �as� � ������ �as� ∩ �ar−1� = �a[s,r−1]�� ���� [s, r − 1] = mmc(s, r − 1)�
���������� ������ ���� G = g(a, b;m,n, r, s) �� ����� ����������� ����� ��� ���������
�����




(m, s)(s, r − 1)
�
.
������������� ���� ������� ������ � ����� ��� ��� o�(a) = (m, r − 1)� ����� ��������
� ������ [�b� : �at�] = o�(b)� ���� t = [s, r − 1]�
� ���������� ����� �� ��������� �ar−1� � �as� � ����� � �at�� �� �������� ��� �������
����� ��� (s, r − 1) �= 1� ���� ������ � �������� �at� � � ����� �������� �� G �������












���� = n � o(as) = m(m, s)
�� ��� ��� ������� ������� �������











�� ����� ����� ��������� ��� �������������� � ������ (m,n, r, s) �� ��������� ����
(r − 1) | s� r − 1 = s� s | (r − 1)� (r − 1, s) = 1 � (r − 1, s) = α �= r − 1,α �= s� ����
��
�������� �� ������ ������������
����� ����������� ����� ������ ����� ��������������� �������� 32 ������� ���������� ��
��������� �� ��� (m, s) = s �� (m, s) = t �= s � ���� ����������� ����������
������� ����� ������ �������� �� ������ ������������ ������ ��� �������� ��������
������� �� �����������
������� ������ ���� k ≥ 2� � �����
g(x, y; 2k, 2,−1, 2k−1) = �x, y | x2k = 1, y2 = x2k−1 , xy = x−1�,
� ������� ��������� ������������ ���� ����� � 2k+1� ��� � ������� ��� ��� ��� ��������
�������� � �x−2� ���� ����� � 2k−1� ������� ��� �x−2� ∩ �x2k−1� = �x2k−1�� ���� ��������
k > 1 ���������� ��












����������� ������ ������� ��������� ����� � ����� ��������� �� ����� 4n ���
g(x, y; 2n, 2,−1, n) = �x, y | x2n = 1, y2 = xn, xy = x−1�,
���� n > 1� ������� ��� ��� �������� �������� � ������ ��� �x−2� �� ����� n� �������
n = 2k−1� k > 1� �� ����� ��� ���������� �������������� �� ����� �������� � ����������
�x−2� ∩ �xn� ������� �� �������� �� n�
�� n � ���� ����� �x−2� ∩ �xn� = �xn� ���������� �� o�(x) = 2 = o�(y) � o(y) = 4�
���� ����� ����� ���� � ����� ��������� �������������
�� n � ������ ����� �x−2� ∩ �xn� = 1� ���������� �� o�(x) = 2 � o�(y) = 4 = o(y)�
����� ����� ��� ���������� ������ ���� ���������� ������ �� ����� �� ������ � �����
�� y � ����� � 4� ����������� ��� � ���� ������
������� ������ � ����� ������� ����� G �� ����� 2m � ���� ���
g(a, b;m, 2,−1, 0) = �a, b | am = 1, b2 = 1, ab = a−1�, m > 2.
����� ��� G� ∼= �a2� ��� ����� ����� � m/(m, 2)� ���� � ����� � ��� ��������
�������� ����� ��� o�(b) = o(b) = 2�
������ ����� ��������� o�(a)�
�� m � �� ������� ������ m > 2� ����� Um ������ ��� ���������� ��� �� ����������
���� ������ ����� ��� o(a2) =
m
(m, 2)
= m� ����� �a2� = �a�, ���������� �� o�(a) = 1�
�� m � �� ������� ��� ����� �� ��� 2� ����� o�(a) = (m, 2) = 2�
��
�������� �� ������ ������������
������� ������ � ����� ������������ ��� ����� �������� G �� ����� 2n ������ ���
������������ ���� ���
g(x, y; 2n−1, 2, 2n−2 − 1, 0) = �x, y | x2n−1 = 1, y2 = 1, xy = x2n−2−1�, n ≥ 4.
� �������� �������� �� G � ������ ��� �x2n−2−2� ���� ����� � ����� �
2n−1
(2n−1, 2n−2 − 2) =
2n−1
2
= 2n−2, n > 3.
���� � ����� � ��� �������� �������� ������
o�(x) = (2n−1, 2n−2 − 2) = �2(2n−2), 2(2n−3 − 1)� = 2, n > 3,
o(y) = o�(y) = 2.
������� ������� �� ������� ��������� �������������� ����� �� �������� ����� ���
����� ���� G = g(a, b; 16, 2, 15, 8)�
gap > f := FreeGroup(2); ;
gap > x := f.1; ; y := f.2; ;
gap > r := [x16, y2/x8, xy/x15]; ;





gap > dg := DerivedSubgroup(g); ;




























= (4, 14) = 2.
��
�������� �� ������ ������������
���� ������ ���� �ar−1� ∩ �as� = �ar−1� = �a2� �= 1� �� ����������� ��������� ��
������������� G/G� ��� ��� ���������� �� ������ ��������� �� ������� aG� � bG�� �������
����������
����� ������ ���������� � ����� ��� ����������� �� ������ ������������ ������ G =
g(a, b;m,n, r, s) ��� �� �������� ��� ������� ��� ����� ������������ ���� � �������� �����
����� ����� ����� � ����� ��� ������ ������������ �������� ��� � ����� ����������
��� ������ ������������ ��������
� �������� ��������� ���� ���� ����� ���� ��� ���������� �� ������� � ����� ����
�� ��� ������� ������� � ����� ������������ ����� �� ������ ������������ �������� G =
g(a, b;m,n, r) � ����� �� ���������� � ���������� ��� ���� ���� � ����� ��� ���������
�� �� �������� �� ��������� �� ����� [G,Gϕ]�
� ���� ��� ������ ����������� ��� ������� � ����� ��� ���� �� ������ ������������
��������� � ����������� �� ���� ����� ���� ������ ������������ ������ ���������� ��� ���
��� ��� ������������ ������ �� ������ ������������ ��� ����� ��������� ����� � ������������
��� ������� �� ���� ����� ������ ���������� ��� �������������
���� ������ ����� ����� 3.1� ����� m� n �������� ��� ���������� r ∈ Um �
G = �a, b | am = 1, bn = 1, ab = ar�, �����
�� ����� ����������� �������� ������ ���� �������� g ∈ G ���� ��� ������� ���� g =
aαbβ� ���� α � β ��� �������� ������ ������ m � n� ���������������� �������� �� h ∈ G
��� h = aγbδ� ��� γ � δ ��� ���������� ������������� ����� �� ��������� �������� ���
����������� �� G�
(i) gh = bβ+δar
δ(γ+αrβ)�
(ii) hg = bδaαr
β(rδ−1)+γrβ+δ �
(iii) gσ = bβσaαr
βEm(rβ ,σ)� ���� �������� σ ∈ Z�
����� ��� � ���� ����� ��� ���� ��� � ����� ������ �� �� �������� �� �� �����
������� ���� �� ����� aαbβ � ��������� ��������� �� ����� bγaδ ���� �� ���� �������� ��
������� ������ � ���� ������������ ��� �� ��������� ������� ����� ���� � ����� ���� ��







β)� ���� α �
β ��������� ���� ����� �� ���� ����� ���� ������ ������������ �������
� ����� � ��������� ��� ������� ��� ���� ����� ����������� ������� � ��� ��������
��������
��
�������� �� ������ ������������
������� ������ ����� ������� 3.2� ���� G �� ����� ����������� �������� ������ G �
�������� �� �����
g(a, b;m,n, r) = �a, b | am = 1, bn = 1, ab = ar�, �����
���� m,n, r ∈ Z+� ��� mn = 0 � r ∈ Um� ���� ������ �� r ≡ −1 (mod m) ����� n �
��� �� �� r ≡ 1 (mod m) ����� m = 0� �� ����������� g(a, b;m,n, r) � g(a, b;m�, n�, r�)
��� � ������� ��� m = m�� n = n� � r ≡ sl (mod m) ��� l ∈ {−1, 1}�
������� ��� � ����� g(a, b;m,n, r) ����������� �� ������� ����� � �����������
�������� �������� G = g(a, b;m,n, r) ���� ������� ���� ������ ������������ ����������
�������� ������� ��� a � b�
� ��������� � ������ � ��� ��������� �� ������� �� ������ ������ ������ 336� §47.10�
���� ������ ������������ ���������
���������� ������ ���� G �� ����� ����������� ������� ������� ���� g(a, b;m, 0, r)� ���
���� G� � ������� ������ ��� ar−1 ���� ����� � m/(m, r − 1)�
������������� ���� H = �a� � G � N = �ar−1� ≤ H� ����� ������� ��� N = G��
H � ������� ����� �������� ����������� �� H ���� ��������� �� a �� ��������� �� a�
����� ��� N char H � N � G ���� H � G � N char H�
���� π : G→ G/N � ��� ������ ��� ������� a �→ aN � b �→ bN ����
π(b−1)π(a)π(b) = π(b−1ab) = π(ar) = π(ar−1)π(a) = ar−1NaN = aN = π(a)
� �������� ��� G/N � ��������� ����� G� ⊆ N � ��� ����� ����� N ⊆ [G,G] ����
ar−1 = [a, b] = [b, a]−1 = [b, a−1]
(ar−1)−1 = [a, b]−1 = [b, a] = [b, a−1]−1.
�� ��� a ��� ����� m �� G � ar−1 ���� G�� ����� ��� |G�| = m/(m, r − 1)�
�� ���� �� ��� G � �� ����� �� ���� g(a, b; 0, 0, 1)� ����� G� � ������� ���� G �
��������� �� G � �� ����� �� ���� g(a, b; 0, 0,−1)� ����� G� � ��������
������� �� ������� ���� ����� ���� �� ������ ������������ ������� � �������� ����
��� �� �������� �� ������ ��������� �� ������� aG� � bG� ���� � ����� ����������� ��������
���� ������ ���� G = g(a, b;m,n, r) �� ����� ����������� �������� �����
o�(a) = (m, r − 1) � o�(b) = o(b) = n.
��
�������� �� ������ ������������
������������� � ������������ ����� ���� � ��� ���������� ����� � ������������ ��
���������� ����� � � ���� �� ����� G = g(a, b;m,n, s) ��� ������ ��� �������� ��������
���� m � n ��� �� ������������ ������
���� ��������� ����� ������ �������� �� ������ ������������ ���������
������� ������ �� ������ ��� ������ ������������ �������� G = g(a, b;m,n, r)� �������
n = 0� ������ ��� ������������ ���� � ����� G � ���� ����
g(a, b;m, 0, r) = �a, b | am = 1, ab = ar�
��� r ∈ Um � �� ������� �� ��� b ��� ����� �������� �������� � C∞×Cm �� C∞�Cm�
���� ������ �� ���� �� ��� G = g(a, b;m, 0, r) ∼= C∞�Cm� ����� ��� bΦ(m) ����������
a� ���� Φ(m) � � ������ �� ����� �� m� ���� ������� ���� ������� ������ � ����





������ ���� ���������� ����� � ���� ���� ������ ����� ��� �ar−1� ���� � ��������
�������� �� g(a, b;m, 0, r) ���� ����� � m/(m, r−1) �� o�(a) = (m, r−1) � o�(b) � ��������
������� ������ ����� �� ������ G = g(a, b;m,n, r) �� ������ ������������ ���������
������������ m = 0� ��� ��������� ������� r ∈ {−1, 1}� ��� ��� ���� �� ������ �����
�������� �� ����� ������� ������� ��� � ���������� � � ���������
�� ���� �� ��� � ����� � ��� ��������� � ������������ � �� �����
g(a, b; 0, n,−1) = �a, b | bn = 1, ab = a−1�.
���� ������������� b2 ���������� a ���� (ab)b = (a−1)b = a� ���������� ��
g(a, b; 0, n,−1) ∼= Cn � C∞�
���������� ���� ���������� ����� � ���� ���� ������ ����� ��� �a−2� ���� �
�������� �������� �� G(0, n,−1) �� ����� �������� o�(a) ��� ����� ������� � o�(b) = n�
�� ����������� ������ n = 2� g(a, b; 0, 2,−1) � � ����� ������� �������� ����� �����
o�(b) = 2�
������� ������ �� ����� ������� �� ����� ����������� ������� K � � ������� �� �����
���� ���� �������� ������������
g(a, b; 0, 0,−1) = �a, b | ab = a−1�








�� ������ �� ����������� ������������ � ������� �� ����� � �������
���������� �������� ������� ������ ��� ������������ ����� K � � ��� �����
������������
��
�������� �� ������ ������������
����� ��������� �� �� ��� � �������� �������� �� �� ����� ����������� G ��������
� ������ �������� ���� ����������� ��� ������� ��� � �������� ������ �� ����� ν(G)�
Υ(G) := [G,Gϕ]� � ��������� ���� ������ ���� [G,Gϕ]/µ(G) ∼= G� � µ(G) � ������� �� ν(G)
���� �� ���������� �������� ����� ��� �� ������ G∧G � M(G) ������ ��� �����������
���� ���������� � �������� ���������� ���� �� �������� �������������
��
�������� 3
������ �� ����� ν(G) ���� ������
������������ G
����� ��������� ��� ���� �� �������� ��������� �� �������� 2� ������� �������������
���� � ����� ν(G) ������ G � �� ����� ����������� �� ����������������� �������������
������������� ���� �� ������ [G,Gϕ]� G ∧ G � M(G)� ������ ���� ������ ��������� ��
����� ν(G)� � ���� � ����� τ(G) = ν(G)/Δ(G)� �� ���� �� ��� � ����� G � �����������
�������� ������ �� ������ � �������� µ(G) ���� ����� �� ����� ν(G)�
�� ��� ���� ������ ������� ��� ���������� �� �������� 2 ���� ������ ������������
������� G = g(a, b;m,n, r, s)� ��� ��������� �r > 1�� ������� ��� ������������ ���� �
����� ν(G)� ������������ � ����� G = g(a, b;m,n, r, s)� ��� �������� r > 1 ��� m
��� ���� � ������� � � ��� m � ��� ���� � ������� �� ���� ��� ���� ���������
�� ������� �� ��� �������� � �������� �� ��� ������������ ���� � ����� ν(G) ������
G = g(a, b;m,n,m − 1, s) � s > 0� ��� ������������ ���������� �� ������������� ��
����� ν(G) ������ G � ����������� ����� �������� ����� �� ������������� �� ����� ν(G)
���� �� ����� ����������� ����� G ��������� ������� ������������� ��� ������ ���������
[G,Gϕ]� G ∧G � M(G) �� ��� ��� �� ����� τ(G) ���� �����������
�� ������� ������ ��� ����� ������� ���� ����� ���� �� ������ ������������ ��������
G = g(a, b;m,n, r)� ������������ ��� ������� � ����� ���� ����� ������� �� ������� ����
������� �� ������ ��� ��������� �� �� �������� ������� ���� � ����� G⊗G ∼= [G,Gϕ]�
��� G ��� ��������� ���� ����� ����������� ��� ����������� � ������� ����� �� ������
µ(G)� M(G) � G∧G ���� ������������ �� ������������ �� ����� G⊗G� ����� ���������
������� � ��� �� ������������ �� ����� ν(G) ���� ����������� ��� ���������� ���� ��
������������� � ������������� �� ����� G ��� ��������� ����� ������ � ������������ ��
����� ν(G) ������ �� ������� � ��� ������� ������ �� ������������ ������ ��������� ��
����� ν(G)� �������� ������� ��� ������������ ���� � ����� τ(G) = ν(G)/Δ(G)�
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
�� ����� �� ���������� G ⊗ G ∼= [G,Gϕ]� ��������� ���� ���������� ����� (i)�
�������������� �� ��������� �� ����� g⊗h ��� [g, hϕ]� ���� ��������� g, h ∈ G� � ������
����� ������������� � ���� � ������ ���������� �� ����������� ��� ��������� �� G ⊗ G
����� ���������� ���� ��������� �� G� ��� ���������� ��� ������������� � �������� ��
������ (m,n, r, s)�
���� ������ �� ��������� ����������� ��� ����������� �� ν(G)� ���� ��������� α, β ∈ N�
(i) [a, bϕ]a
α
= [a, bϕ][a, aϕ]α(r−1)�





























= [b, aϕ][a, aϕ]α(1−r)�



























������������� ���� ������������ ���� ����� ��� ������� ����� α, β ∈ N�
(i)− (ii) � ������������ ���� �� ������� �� (i) � (ii)�
���� ���������� ����� (ii)� ����� [a2, bϕ] = [a, bϕ]a[a, bϕ]. ������ ���� ���� �����
(iv) ����� ���
[a2, bϕ] = [a, bϕ][a, b, aϕ][a, bϕ] = [a, bϕ]2[a, aϕ](r−1)
� ��������� [a, bϕ]a = [a, bϕ][a, aϕ](r−1)�
�������� ������� ��� �� ����������� ����� ����� ���� α + 1�
���� ���������� ����� (ii) � ���� ���� ����� (iv)� ������ �� ����������� �������









[aα+1, bϕ] = [aaα, bϕ]
= [a, bϕ][a, b, (aϕ)α][aα, bϕ]




�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
����� [a, bϕ]a
α
= [a, bϕ][a, aϕ]α(r−1) �� ����





(r − 1) = (r − 1)α
2






[aα+1, bϕ] = [a, bϕ]α+1[a, aϕ](r−1)(
α+1
2 ).
(iii) ������� ��� � ���������� ���� ���� β = 1 ����


























































(iv) ���� β = 1� � ���������� � ���������� ���� Em(r, 1) = 1� ���� �������� ������
������� ��� � ���������� ���� ���������� ���� β < l� �������� ������� ��� ����� ����
���� l�
���� ���������� ����� (ii)� ������


























�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G











(vi) ���� ���� � ��� ���������� ��� ����� (iii) � (v) � �� ���������� ����� (ii)� ����
[aα, (bϕ)β] = ([aα, (bβ−1)ϕ][aα, bϕ]b
β−1


















(vii) �� α = 1 ����� [b, aϕ]a = [b, aϕ][b, a, aϕ] = [b, aϕ][a1−r, aϕ] = [b, aϕ][a, aϕ](1−r).











= ([b, aϕ]a)[a, aϕ](l−1)(1−r)
= [b, aϕ][a, aϕ](1−r)(l−1+1)
(viii) ���� α = 1� ��� �� � ��� ��� ������
������� ��� � ���������� ���� ���������� ���� α < l� �������� ������� ��� ���� ����
���� l�










2 )(1−r)[b, aϕ][a, aϕ](1−r)(l−1)










2(l − 1) + (l − 1)(l − 2)
2
=










��� � ��������� ����� �� ���� (viii)�
� ������������ ��� ����� (x)− (xii) � ��� ���������� ��� ����� �����������
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
���� �������� �������������� ����� ������� � ��� ��� ������������ ���� � �����
ν(G)� ���� ������ ������������ G ������� ��� a � b ��������� �� ������ ��� ������������
���� �� ������ [G,Gϕ]� G ∧ G� M(G) � τ(G)� ���� ������ ��������������� ��� ����
���� �� ������ ��� ��������� �� �������� ������� {[a, bϕ], [a, aϕ], [b, bϕ], [a, bϕ][b, aϕ]} ��
�������� ��������� ��� �������� �� ����� G� ���������� ��� ������� �������� ����� ��
��������� �������������
��� ������ ������������ �������
� ��� ���� ���� ����� ����� ��������� ��� �������� �� �������� [b, bϕ] � ��� ��������
��� ��������� [a, bϕ]� [b, aϕ] � [a, aϕ]� � �������� ���� � ������� ��� ������ ��� ���������
�� �������� ������� �� �������� ��������� ��� �������� �� ����� G = g(a, b;m,n, r, s)�
������������ �� ������ (m,n, r, s)� ����� ������ �� ����������
���� ������ ���� G = g(a, b;m,n, r, s) �� ����� ����������� ������ ������
[b, bϕ]n = [a, bϕ]s = [b, aϕ]s, �� 2 � s �� �� 4 | s
[b, bϕ]n = [a, bϕ]s[a, aϕ](r−1) = [b, aϕ]s[a, aϕ](1−r), �� 2 � s.
������������� �� ����� ���� ���� ������ ����� (ii) � (viii)� �����
[bn, bϕ] = [as, bϕ] = [a, bϕ]s[a, aϕ](
s
2)(r−1) �����
[b, (bn)ϕ] = [b, (as)ϕ] = [b, aϕ]s[a, aϕ](
s
2)(1−r).
�� s � � ���� ����� [a, aϕ](
s
2)(r−1) = [a, aϕ]
(s−1)
2
s(r−1) = 1� ���� m | s(r − 1)�
�� 4 | s� ����� [a, aϕ](s2)(r−1) = [a, aϕ] s2 (s−1)(r−1) = 1� �� ��� s
2
(s− 1) � �� ������ ���
�� ���� ���� ������� ����� ��� o([a, aϕ]) | (m, 2(r − 1))�







= s�(2s� − 1)
� �� ������ � ���� ���� � �� ������� (3.1)� ����� ���
[a, aϕ](
s
2)(r−1) = [a, aϕ]s
�(2s�−1)(r−1) = [a, aϕ][s
�(2s�−1)−1](r−1)[a, aϕ](r−1) = [a, aϕ](r−1),
���� s�(2s�− 1)− 1 � �� ������ ��� � o([a, aϕ]) | (m, 2(r− 1))� � ����� ���������� �����
�� ������� ��������
������� ��� ��� �� ��������� �� ���������������� ���� r ∈ Um �������� ���� m� ��
���� ������ ����� ������ ����� � �������� ��� ������� o�(a)� o�(b) � o(b)� ���������� ����
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
���������� ����� � ���� ��������� ������ ������� ������� � ���������� ����� ���� ��
������ ��� ��������� �� �������� ������� �� �������� ��������� ��� ��������� [G,Gϕ]�
���� G = g(a, b;m,n, r, s) � �� ����� ����������� ������ ��� ��������� ��� ���� ���� ��
�������� ���������� ������ �������� ����� ��������� ��� ������� � ��� ���� �����������
���� � ������������ �� ����� ν(G)�
����� �� ������ ��������� ����� ������������ �� ������ Em(r, x) ������� ����
������ Em : Um × Z→ Z� �� �������� ������ ��� �������
Em(r, x) =

x, se r ≡ 1 (mod m) ou x = 0
1 + r + · · ·+ rx−1, se r �≡ 1 (mod m) e x > 0
−rxEm(r,−x), se r �≡ 1 (mod m) e x < 0
���������� �� ������ ������� �������� � �������� ���� � ������� �� ����� ���� ��
������ ��� ��������� �� �������� ������� �� ����� [G,Gϕ]�
�������� ������ ���� � ������ (m,n, r, s) ��������� �� ����� ����������� ����� G =






[s, r − 1]
(m, s)
, n
[s, r − 1]2
(m, s)2
, r − 1, Em(r, o(b))
�
.
���� �������� ����� ����� ���� � ������� �� m ��� � ��� � ����� �� k ������













���� ������� �� ������� k = 1 �� k = 2�
���� �� ����������� ������������� ��������� �� �������� �� ����� ���� �� ������ ���
��������� �� �������� {[a, bϕ], [a, aϕ], [b, bϕ], [a, bϕ][b, aϕ]} ��� ����� �� ��� � ����� G =
g(a, b;m,n, r, s) � ��� �������� ��� m ��� � ��� m � ���� ���� r > 1� ���� �����������
������ ������������ ������� � ���� �� ��� � ����� G = g(a, b;m,n, r, 0) � ��������
���������� ������ ���� G = g(a, b;m,n, r, s) �� ����� ����������� ������ ��� ��������
��� m ���� ������ ��� ����� ���� �� ������ ��� ��������� �� �� �������� ������� ��
����� [G,Gϕ]�
i) [a, aϕ] ��� ����� ��������� (m, 2(r − 1));
ii) [b, bϕ] ��� ����� ��������� nk;
iii) [a, bϕ] ��� ����� ���������
�
(m, 2sk) , �� 2 � k
(m, sk) , �� 2 | k � 2 � s,
(m, sk) , �� 2 � s �� �� 4 | s;
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
iv) [a, bϕ][b, aϕ] ��� ����� ����������
(o�(a), o�(b), Em(r, o�(b)), sk) , �� 2 � k,
(o�(a), o�(b), Em(r, o�(b)), sk/2) , �� 2 | k.
������������� ��� ���� ���������� ���� ����� m ���� r ���� ��� � ����
i) ���� ���� ������ (vi)� ����� ��� o([a, aϕ]) | (o�(a)2, 2o�(a))� ���� o�(a) � ������ ����
������ o�(a) = (m, r− 1) � �� ������ ������� �������� ���� ��� ��� ��� (m, r) = 1 � m �
���� ����� [a, aϕ] ��� ����� ��������� (m, 2(r − 1))�
�������������� ����� ����� �� �������������� ����������� �� ���� ����� � �� ����
������ ��� �� ��������� �� ����� ���� �����
1 = [am, aϕ] = [a, aϕ]m, �����
1 = [ar−1, (aϕ)r−1] = [a, aϕ](r−1)
2
, �����
1 = [ar−1, aϕ][a, (aϕ)(r−1)] = [a, aϕ]2(r−1), �����
1 = [as, (aϕ)r−1] = [a, aϕ]s(r−1), �����
1 = [at, aϕ] = [a, aϕ]t, �����
���� t = [m, r − 1]�
��� ����������� (3.2)� (3.3)� (3.4)� (3.5) � (3.6)� ����� ��� [a, aϕ] ��� ����� ����������
m, (r − 1)2, 2(r − 1), [m, r − 1]� = (m, 2(r − 1))� ���� m | [m, r − 1] � (m, 2(r − 1)) |
(m, 2(r − 1), (r − 1)2)� ��� ��� ��� m � ����
���� ������ �� ���� ������ ����� ��� [a, aϕ](r−1)(
s
2) = 1� �� 2 � s �� �� 4 | s�
���������� �� �������������� �� ���� ���� � ����� �� �������� [a, aϕ]�
ii) ������� ��� o([b, bϕ]) | (o�(b)2, 2o�(b))� ���� ���� ������ (vi)� �� ��� o�(b) � ������
���� �����
1 = [bo(b), bϕ] = [b, (bo(b))ϕ] = [b, bϕ]o(b),
� �������� �� o([b, bϕ]) | (o(b), o�(b)2, 2o�(b))�










n[s, r − 1]
(m, s)
,










[s, r − 1]
(m, s)
, n




���� ���� ������ ������� ����������� n(r − 1) � nEm(r, o(b))� ����
1 = [a, bϕ]s(r−1) = [a, bϕ]sEm(r,o(b)) = [b, bϕ]n(r−1) = [b, bϕ]nEm(r,o(b)),
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
������������ �� �������� �� s�






2[s, r − 1]
(m, s)
,
n[s, r − 1]2
(m, s)2
, r − 1, Em(r, o(b))
�
= nk. �����
iii) − iv) ������� � ������������ ��� ����� iii) � iv) �� �������������� ���� � �����
�� [a, bϕ]� ����� �� ���� ������
1 = [am, bϕ] = [a, bϕ]m[a, aϕ](
m
2 )(r−1), �����
1 = [a(r−1), (bn)ϕ] = [a(r−1), (as)ϕ] = [a, aϕ]s(r−1),





��� ��� ��� � ���������� (3.9) ��� ������� ��� o([a, bϕ]) | m� ������ �������� � ����������
(3.10)�





































(1 + (1− r)i), ���� �����










































�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
��� �����������




























2) = [b, aϕ]Em(r,n).
�� �������������� ������� � ���� ������ (v)� ���� o�(a) � o�(b) ��� ������� �����
� ����� �� [a, bϕ][b, aϕ] ��������� (o�(a), o�(b))�
���� ������ ������� �� ���� ������ (iii) � � �������� �� ���� ������ ������















= ([a, bϕ][b, aϕ])Em(r,o
�(b)) ������
��� ���������� �������� ������ 1 = [a, (bo(b))ϕ][bo(b), aϕ] ���� ���� o(b) | o�(b)� �����




y − 1 =
rθo
�(b) − 1
ro�(b) − 1 =
ro(b) − 1










���� ��������� ����������� �� ��� Em(r
o�(b), θ) ∈ Z�+� �� ������ ������ n | o�(b)�
���� �������� � ������������ ������ ������ ����� �������� � �������� �� k� ��� ���
��� o([a, bϕ][b, aϕ]) | (o�(a), o�(b), Em(r, o�(b)))� ������������ �� �������� �� m�
− ������� ��� 2 � s �� 4 | s� ������ [a, bϕ]s = [b, aϕ]s = [b, bϕ]n� ���� ���� ������
���� [b, bϕ]nk = 1� ���� ���� ��������� ������� [a, bϕ]sk = [b, aϕ]sk = 1.
���� k �� ������ � ���� ����� ���
([a, bϕ][b, aϕ])sk = [a, bϕ]sk[b, aϕ]sk = 1.
�� ���� �� ��� k � ���� �������
([a, bϕ][b, aϕ])sk/2 = [a, bϕ]sk/2[b, aϕ]sk/2 = [a, bϕ]sk = 1.
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
− ������� ��� 2 � s� ������ ���� ���� ������ �� �������� ���������� � ����������
[a, bϕ]s[a, aϕ]r−1 = [b, aϕ]s[a, aϕ]−(r−1) = [b, bϕ]n.
��� ��� ��� [b, bϕ]nk = 1� �������
[a, bϕ]sk[a, aϕ]k(r−1) = [b, aϕ]sk[a, aϕ]−k(r−1) = 1.
�� k � � ���� ����� ���
1 = [a, bϕ]sk[a, aϕ]k(r−1) = [a, bϕ]sk[a, aϕ]r−1 �
1 = [b, aϕ]sk[a, aϕ]−k(r−1) = [b, aϕ]sk[a, aϕ]−(r−1).
�����
([a, bϕ][b, aϕ])sk = [a, bϕ]sk[b, aϕ]sk = [a, aϕ]−(r−1)+(r−1) = 1.
���� k ���� ����� ���
([a, bϕ][b, aϕ])sk/2 = [a, bϕ]sk/2[b, aϕ]sk/2 = [a, bϕ]sk = 1,
�� ��� [a, aϕ]2(r−1) = 1�
�� ������� [a, bϕ][b, aϕ] ��� ����� ����������
(o�(a), o�(b), Em(r, o�(b)), sk) , �� 2 � k,
(o�(a), o�(b), Em(r, o�(b)), sk/2) , �� 2 | k,
� [a, bϕ] ��� ����� ���������
�
(m, 2sk) , �� 2 � k
(m, sk) , �� 2 | k � 2 � s,
(m, sk) , �� 2 � s �� �� 4 | s,
���������� ���� �������������
�� ����������� �� ������������ �� ���������� ������ ����� �� ��������� ��������
����� ��������� ��������� �� ����� [G,Gϕ]�




















� ��������� � ������ � �������� � �������� ���� � ������ �� ������ k ��������� ��
�������� ������ ���� r = m− 1 �� G = g(a, b;m,n, r, s) � s > 0�
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
���� ������ ���� G = g(a, b;m,n,m − 1, s) �� ����� ����������� ����� ��� s > 0�
������ Em(m− 1, o(b)) = 0�
������������� ���� �������� ������ ����� ��� o(b) = mn/(m, s)� ���� m � n ���
������� ������ ���� ���������� ������� ��� ������� �� ��� o(b) � ���� �����









≡ 0 (mod m),
� ��� ���� ������������
���� ��� ��������� ���� � ����� ������� �� ��� ���� ���� �� ������ ��� ���������
��������� �� ����� [G,Gϕ]� ����� ����� ��� ������� ������� � ���������� ����� ����
������ ������������ ������ ��� m � ���� r > 1 � s > 0�
���������� ������ ���� G = g(a, b;m,n, r, s) �� ����� ����������� ������ ��� ��������
��� m ������ ������ ��� ����� ���� �� ������ ��� ��������� �� �� �������� ������� ��
����� [G,Gϕ]�
i) [a, aϕ] ��� ����� ��������� (m, r − 1);
ii) [b, bϕ] ��� ����� ��������� nk;
iii) [a, bϕ] ��� ����� ��������� (m,Em(r, o(b)), sk);
iv) [a, bϕ][b, aϕ] ��� ����� ��������� (o�(a), o�(b), Em(r, o�(b)), sk) .
������������� i) ���� ���� ������ (vi)� ����� ��� o([a, aϕ]) | (o�(a)2, 2o�(a))� ���� o�(a)
� ������ ���� ������ ���� m � � ���� ����� ��� o�(a) = (m, r − 1) � �� ������ � ����
������������ �� �������� �� r� ����� o([a, aϕ]) | (o�(a)2, 2o�(a)) = o�(a) = (m, r − 1)�
��� ����������� (3.2)� (3.3)� (3.4)� (3.5) � (3.6) �� ���������� ������ ����� ��� [a, aϕ]
��� ����� ���������
�
m, (r − 1)2, 2(r − 1), [m, r − 1]� = (m, r − 1)� ���� m | [m, r − 1] �
(m, r−1) | (m, 2(r−1), (r−1)2)� ������������ �� �������� �� r� ��� ��� ��� m � � ����
� ���� �� [a, aϕ](r−1)(
s
2) = 1� �� 2 � s �� �� 4 | s� ��������� ���� ���� ����� ���






ii) ����� �� ���������� ������
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
iii) − iv) ��� ����� ��� �������� ������������� �� ���� ������ ������� � ������������
��� ����� iii) � iv) �� �������������
�� ���������� (3.9) �� ���������� ������ ����� ��� [a, bϕ]m = 1� ���� [a, aϕ]r−1 = 1�
���� ���� i)�
������ ������ �������� � ���� i) �� ����������





� �������� ����� ��� o([a, bϕ]) | Em(r, o(b))� ��� �� ���������� �������� ������� ��
��������� ���������
[a, bϕ]Em(r,n) = [b, aϕ]Em(r,n) = [a, aϕ]s. ������
��������� [a, bϕ] ��� ����� ��������� (m,Em(r, o(b)))�
��������� ��������� � ���� i) �� ����������� �� ���� ������ �������
[b, bϕ]n = [a, bϕ]s = [b, aϕ]s,
������������ �� ������� �� s�
���� [b, bϕ]nk = 1� �� ������� (3.8) �� ���������� ������ ����� ���
1 = [b, bϕ]nk = [a, bϕ]sk = [b, aϕ]sk.
��� ��� ��� k � ������ � ���� ����� ������ ���
([a, bϕ][b, aϕ])sk = [a, bϕ]sk[b, aϕ]sk = 1.
�� ������� [a, bϕ] ��� ����� ���������
(m,Em(r, o(b)), sk)
�� [a, bϕ][b, aϕ] ��� ����� ���������
(o�(a), o�(b), Em(r, o�(b)), sk),
���� ���������� ������
� ������ �� ������������ �� ���������� ����� ��� � � ���� ���� ������ �������
�� ��������� ����������� ����������� �� ����� [G,Gϕ] ���� G = g(a, b;m,n, r, s) � m � �����
[a, bϕ]s = [b, aϕ]s = [b, bϕ]n,
[a, bϕ]Em(r,n) = [b, aϕ]Em(r,n) = [a, aϕ]s.
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
���������� �������� ����� �� ���������� ����� ���� ��� ���� ���� �� ������ ���
��������� �� �� �������� ������� �� ����� [G,Gϕ] ������ G = g(a, b;m,n,m − 1, s) �
���� ����
i) [a, aϕ] ��� ����� ��������� (m, 2(m− 2));
ii) [b, bϕ] ��� ����� ���������
�
n, �� k = 1,
2n, �� k = 2;
iii) [a, bϕ] ��� ����� ���������
�
(m, s), �� 2 � s �� �� 4 | s ��� k = 1,
(m, 2s), ���� ����������
iv) [a, bϕ][b, aϕ] ��� ����� ��������� (m,m− 2, s, o�(b))�
����� ����������� ����� � ������ ����� ���
[a, bϕ]Em(r,n) ∈ Δ(G),
���� G = g(a, b;m,n, r, s)� ���� �� �� ������ ��� [a, bϕ]m ∈ Δ(G)� ���� �������� m �
[a, bϕ]s ∈ Δ(G)� ���� ���� ������ ������� �� �������� ������ ��� ����������� ����� �
������ ����� ����� ��� ���� ���� �� ������ ��� ��������� �� �� �������� ������� ��
�������� ��������� ��� �������� �� G = g(a, b;m,n, r, 0)� r > 1�
���������� ������ ���� G = g(a, b;m,n, r, 0) �� ����� ����������� ����� ��� r > 1�
(1) ������� ��� m ���� ����
(a) �� r �= m− 1� ����� ��� ����� ���� �� ������ ��� ��������� �� [G,Gϕ]�
i) [a, aϕ] ��� ����� ��������� (m, 2(r − 1))�
ii) [b, bϕ] ��� ����� ��������� n�
iii) [a, bϕ] ��� ����� ��������� m�
iv) [a, bϕ][b, aϕ] ��� ����� ��������� (m, r − 1, n, Em(r, n))�
(b) �� r = m− 1� ����� ��� ����� ���� �� ������ ��� ��������� �� [G,Gϕ]�
i) [a, aϕ] ��� ����� ��������� (m, 2(m− 2))�
ii) [b, bϕ] ��� ����� ��������� n�
iii) [a, bϕ] ��� ����� ��������� m�
iv) [a, bϕ][b, aϕ] ��� ����� ��������� (m,m− 2, n)�
(2) ������� ��� m ���� ������ ������ ��� ����� ���� �� ������ ��� ��������� �����
����� �� [G,Gϕ]�
i) [a, aϕ] ��� ����� ��������� (m, r − 1)�
ii) [b, bϕ] ��� ����� ��������� n�
iii) [a, bϕ] ��� ����� ��������� (m,Em(r, n))�
iv) [a, bϕ][b, aϕ] ��� ����� ��������� (m, r − 1, n, Em(r, n))�
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
������������� �� m ��� ���� ���� s = 0 �� ���������� ������ �� m ��� � ���� �����
����� s = 0 �� ���������� ������
��� ���� ��� ����� ������������� ����� ����������� ����� � ����� ���� �� ����
������ �� �������� ������� �� �������� ��������� ��� �������� [G,Gϕ] ������ G =
g(a, b;m,n, r, s) � �� ����� ����������� ������ ��� �������� � ��� �������� ������� �����
� ������ ������������� ���� � ����� ν(G) ���� �� ����� �� ��� m � ��� � m � � ����
����������������
������� � ���� G = g(x1, y1;m,n, r, s) �� ����� ����������� ������ ��� �������� �
��� ������� ��� m ����
− ������� ��� 2 � k�
(i) �� 2 � s �� �� 4 | s� ����� ��� ������������ ���� � ����� ν(G) � ���� ����
�x1, y1, x2, y2, u, v, w, z | xm1 = 1, xm2 = 1, yn1 = xs1, yn2 = xs2, [x1, y1] = xr−11 , [x2, y2] = xr−12 ,
[x1, y2] = u, [x1, x2] = v, [y1, y2] = w, [y1, x2] = u
−1z, wnk = 1,
v(m,2(r−1)) = 1, z(o










uy1 = uy2 = urv(
r









2), (v, w, z centrais)�.
(ii) �� 2 � s� ����� ��� ������������ ���� � ����� ν(G) � ���� ����
�x1, y1, x2, y2, u, v, w, z | xm1 = 1, xm2 = 1, yn1 = xs1, yn2 = xs2, [x1, y1] = xr−11 , [x2, y2] = xr−12 ,
[x1, y2] = u, [x1, x2] = v, [y1, y2] = w, [y1, x2] = u
−1z, usvr−1 = wn,




















uy1 = uy2 = urv(
r
2)(r−1), ux1 = ux2 = uvr−1, (v, w, z centrais)�.
− ������� ��� 2 | k�
(iii) �� 2 � s �� �� 4 | s� ����� ��� ������������ ���� � ����� ν(G) � ���� ����
�x1, y1, x2, y2, u, v, w, z | xm1 = 1, xm2 = 1, yn1 = xs1, yn2 = xs2, [x1, y1] = xr−11 , [x2, y2] = xr−12 ,
[x1, y2] = u, [x1, x2] = v, [y1, y2] = w, [y1, x2] = u
−1z, u(m,sk) = 1,











uy1 = uy2 = urv(
r









2 ), (v, w, z centrais)�.
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
(iv) �� 2 � s� ����� ��� ������������ ���� � ����� ν(G) � ���� ����
�x1, y1, x2, y2, u, v, w, z | xm1 = 1, xm2 = 1, yn1 = xs1, yn2 = xs2, [x1, y1] = xr−11 , [x2, y2] = xr−12 ,
[x1, y2] = u, [x1, x2] = v, [y1, y2] = w, [y1, x2] = u
−1z, usvr−1 = wn,




2 ), u(m,sk) = 1, wnk = 1,
z(o













2), v(m,2(r−1)) = 1,
ux1 = ux2 = uvr−1, uy1 = uy2 = urv(
r
2)(r−1), (v, w, z centrais)�.
������������� ��� ��������� ���������� ��� � ����� ν(G) � ��� � ���� ����������
�� �����M1 ���� ���� ������������ �� ���� (i)� ���� ����� �������� � ��������� �� �����
ν(G) = (Υ(G) G) Gϕ� �������� ���������� ����� (ii)� ���� G ∼= �a, b� � Gϕ ∼= �aϕ, bϕ��
� ����� Υ(G) � �������� ������ ����� ��������� [a, bϕ]� [a, aϕ]� [b, bϕ] � [a, bϕ][b, aϕ]�
������ ���� ���������� ����� � �������� ��������� �� ��� ������������ ������� 52��
����� ��� Υ(G) � ��� � ���� ���������� �� ����� �������� A ������� ���
�u, v, w, z | u(m,sk) = 1, v(m,2(r−1)) = 1, wnk = 1, z(o�(a),o�(b),sk,Em(r,o�(b))) = 1,


















[u, v] = [u, w] = [u, z] = [v, w] = [v, z] = [w, z] = 1�,
���� �� ������� o(b)� o�(a)� o�(b) � Em(r, x)� ���� �������� x ∈ Z� ��� ������������ ���
����������� ����� � ����� � �� �������� ����� ���� � ����� G = g(a, b;m,n, r, s)�
����������������
�� �������� �� M1 ��� ����� � ���������� � ��������� f : G → Aut(A) ������� ���
���������� ������
a �→ af : A→ A
u �→ (u)af := uv(r−1)
v �→ (v)af := v
w �→ (w)af := w
z �→ (z)af := z
b �→ bf : A→ A
u �→ (u)bf := urv(r2)(r−1)
v �→ (v)bf := v
w �→ (w)bf := w
z �→ (z)bf := z
�������� �� � ��������� f �� ������� � �� ����������� �� G �� Aut(A)�
����� ����������� 3 ������ ���� � ������������ �� �������� ��
����� �� af � bf �� �������� � ������������ �� A�
���������� ������� ��� af � bf ��������� �� �������� �� A� ��������� ����� af � bf
���� ������� ��������������
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
af : {u, v, w, z}→ A
u �→ (u)af = uvr−1
v �→ (v)af = v
w �→ (w)af = w
z �→ (z)af = z
bf : {u, v, w, z}→ A
u �→ (u)af = urv(r−1)(r2)
v �→ (v)af = v
w �→ (w)af = w
z �→ (z)af = z
�� ���������� af � bf ���� �� ��������� v� w � z� ����� ������ � ��������� ��������





2))z ���� � ��������� bf � ��������� ��� A � �� ����� ���������
���� af �
(uvr−1)m = umvm(r−1) = 1.
(uvr−1)s = usvs(r−1) = us = wn �
(uvr−1)sk = uskvs(r−1)k = usk = 1,
���� sr ≡ s (mod m)� ���� ������
(uvr−1)Em(r,o(b)) = uEm(r,o(b))v(r−1)Em(r,o(b)) = uEm(r,o(b)) �
(uvr−1)Em(r,n) = uEm(r,n)vr
n−1 = uEm(r,n),
���� n | o(b) � rn ≡ 1 (mod m)��
(uvr−1)−1z
�m
= u−mv−m(r−1)zm = 1,�
(uvr−1)−1z
�s
= u−sv−s(r−1)zs = (u−1z)s = wn ��
(uvr−1)−1z
�sk
= u−skv−s(r−1)kzsk = (u−1z)sk = 1,
���� sr ≡ s (mod m)� ��� ����
(uvr−1)−1z
�Em(r,o(b))






���� n | o(b) � rn ≡ 1 (mod m)�























2) = uskr = usk = 1 �
��















���� rn ≡ 1 (mod m)�
































2)zsk = (u−1z)sk = 1




















���� n | o(b) � rn ≡ 1 (mod m)�
����� ���� ����� �� ������������ ����������� ������� af � bf �� �������� � �����
�������� �� A�
����� �� af � bf ��� ������������ �� A�
��������� �� ������������ af � bf � � ��������� ������� ��� ����� ��� ��� �������
���� A � �� ����� ������
���� ����� ����� �������� ���
�(u)af , v, w, z� = A = �(u)bf , v, w, z�,
��� ��� ��� �� ������������ af � bf ���� v, w � z�
���� �(u)af , v� = �uvr−1, v�� ���� �������� �� ��������� af �� �uvr−1, v� = �u, v��
����� ��� u = uv(r−1)v−(r−1)� � �������� ��� A = �(u)af , v, w, z��
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
��� ����� ����� ����� (u)bf = urv(r−1)(
r
2) ��� m � r ������� ������������� ��� ���
���������� r � ������������� ��� � ��� (m, sk)� ���� �� ������� �������� λ � µ ���� ���
1 = λ(m, sk) + µr,









�� ��� �������� �� ���� ��������� ����� ��� A = �(u)bf , v, w, z��
��������� af � bf ��� ������������ �� A�
����� �� af � bf ���������� �� �������� �� G�
� ��������� �������� af � bf �������� �� u ∈ A� ��� ��� ��� ����� ���������� ����
v, w � z�
(u)[af ]2 = (uvr−1)af =af auto. (u)a
f (vr−1)af = uv2(r−1),
(u)[af ]3 = (uv2(r−1))af =af auto. (u)a
f (v2(r−1))af = uv3(r−1).
��������������
(u)[af ]α = uvα(r−1),
���� �������� α ∈ N� �� ����������� ���� α = m� � ���������� (u)[af ]m = uvm(r−1) = u
� ����� ��
[af ]m = IdA.
(u)[bf ]2 = (urv(r−1)(
r








































���� �������� β ∈ N� �� ����������� �� β = n � α = s� �����




2) = (u)[bf ]n,
���� rn ≡ 1 (mod m)� �� ������ ��������� [af ]s = [bf ]n�
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
� ��������� (u)[bf ]−1 = ur
o(b)−1
������ ���� b−1 = bo(b)−1� ����










































(rEm(r, o(b)− 1) + 1) + r
�












(ro(b) − 1) + r(r − 1).
��� n | o(b) � rn ≡ 1 (mod m)� �� �����
(u)[(bf )−1 ◦ af ◦ bf ] = urvr(r−1) = (uvr−1)r = [(u)af ]r.
����� (bf )−1 ◦ af ◦ bf = [af ]r�
����� ������ ������� �� ��� af � bf ���������� �� �������� �� G� �� �����
[af ]m = IdA, [b
f ]n = [af ]s,
�
(bf )−1 ◦ af ◦ bf� = [af ]r.
�� ������ �� �� � � � ����� �� ������������ ����������� ������ ��� �������� ��� �
��������� f �� ������� � �� ����������� �� G ���� Aut(A)� ���� ��������� ����������
������� ����� ������ � ������� ���������� H = A �f G ���� ������������ � ����
����
H = �a, b, u, v, w, z | am = 1, bn = as, [a, b] = ar−1, u(m,sk) = 1, v(m,2(r−1),(s2)(r−1)) = 1,
z(o













2 ), ua = uvr−1,





2), ub = urv(r−1)(
r
2), (v, w, z centrais)�,
��������� ���� ���������� ������� ���� � ���� ���� f �� G ����� A ��������� � ���
���������� �� H�
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
� ���� f �� G ����� A ����� ��� ��������� � : Gϕ → Aut(H) ���� ����
aϕ �→ aϕ� : H → H
a �→ (a)aϕ� := av
b �→ (b)aϕ� := b(u−1z)
u �→ (u)aϕ� := uv(r−1)
v �→ (v)aϕ� := v
w �→ (w)aϕ� := w
z �→ (z)aϕ� := z
bϕ �→ bϕ� : H → H
a �→ (a)bϕ� := au
b �→ (b)bϕ� := bw
u �→ (u)bϕ� := urv(r−1)(r2)
v �→ (v)bϕ� := v
w �→ (w)bϕ� := w
z �→ (z)bϕ� := z
�������� �� � ��������� � ��������� �� ����������� �� Gϕ �� Aut(H)�
��� � ����� ������� ���� ����� �� ������������ �� �������� �� ����� �����������
3 ������ ���� � ������������ �� �������� ��
����� �� aϕ� � bϕ� �� �������� � ������������ �� H�
���� ����� ������� ������� ��� aϕ� � bϕ� ��������� �� �������� �� H�
���� �� ���������� aϕ� � bϕ� ���� v� w � z �� H� ������� �������� ��� �� �������� ��
H ��� ����������� ���� �� ��������� av� b(u−1z)� uvr−1 � u−1v−(r−1)z �� H� ��� ���������




2) ��� ��������� bϕ�� ������� ���
[u, v] = [u, w] = [u, z] = [v, w] = [v, z] = [w, z] = 1 �� H�
���� aϕ��
















(vs)s = (uEm(r,n))s = us(1+r+...+r
n−1) = usn = wnn,













v1−r� ���� r(r − 1) + 1 =
(r − 1)(r − 1) + r� ��������� (av)bu−1z = arvr(r−1)+1 = arvr = (av)r�
���� ���������
(uvr−1)av = uavr−1 = (uvr−1)vr−1
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
�
(uvr−1)b(u





���� r − 1 = r(r − 1)− (r − 1)2 � v(r−1)2 = 1�
��� �������� ���������� uvr−1 � u−1v−(r−1)z �� H�
(uvr−1)m = vm(r−1)um = 1.�
(uvr−1)−1z
�m
= v−m(r−1)u−mzm = 1.
��� ��� ��� sr ≡ s (mod m)� �����
(uvr−1)s = usvs(r−1) = us,�
(uvr−1)−1z
�s
= v−s(r−1)u−szs = (u−1z)s = wn,
(uvr−1)sk = uksvs(r−1)k = usk = 1 ��
(uvr−1)−1z
�sk
= v−s(r−1)ku−skzsk = (u−1z)sk = 1.
���� ������
(uvr−1)Em(r,o(b)) = uEm(r,o(b))v(r−1)Em(r,o(b)) = uEm(r,o(b)),�
(uvr−1)−1z
�Em(r,o(b))
= v−(r−1)Em(r,o(b))u−Em(r,o(b))zEm(r,o(b)) = (u−1z)Em(r,o(b)),
(uvr−1)Em(r,n) = uEm(r,n)vr
n−1 = uEm(r,n) ��
(uvr−1)−1z
�Em(r,n)
= v−(r−1)Em(r,n)u−Em(r,n)zEm(r,n) = (u−1z)Em(r,n),
���� n | o(b) � rn ≡ 1 (mod m)�
���� bf �
(au)m = umam = 1.
(bw)n = wnbn = usas = (au)s.
�� �������
[(au)bw]s = [(arub)]s = [arurv(r−1)(
r
2)]s = ursars = [(au)r]s,






















�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
���� ��������� ���������














































































���� n | o(b) � rn ≡ 1 (mod m)�
����� ���� ����� �� ������������ ����������� ������� aϕ� � bϕ� �� �������� � �����
�������� �� H�
����� �� aϕ� � bϕ� ��� ������������ �� H�
��� ��� ���H � �� ����� ������ � ��������� ����������� ��� aϕ� � bϕ� ��� ������������
�� ����� ������� �������� ���
�(a)aϕ�, (b)aϕ�, (u)aϕ�, v, w, z� = H = �(a)bϕ�, (b)bϕ�, (u)bϕ�, v, w, z�,
�� ��� �� ������������ aϕ� � bϕ� ���� v, w � z�
������� ��� �(u)aϕ�, v� = �uvr−1, v�� ���� �������� �� ��������� aϕ� �� �uvr−1, v� =
�u, v�� ��� ��� ��� u = uv(r−1)v−(r−1)� ��� �� ���������� ����������� �������
�(a)aϕ�, (b)aϕ�, (u)aϕ�, v, w, z� = �a, b, u, v, w, z�,
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
���� (a)aϕ� = av� (b)aϕ� = b(u−1z)� ����� H = �(a)aϕ�, (b)aϕ�, (u)aϕ�, v, w, z��
��� ����� ����� ���� (u)bϕ� = urv(r−1)(
r
2) ��� (m, r) = 1� ���������� r � �������������
��� � ��� (m, sk)� �� ����� ������� �������� λ � µ ���� ���
1 = λ(m, sk) + µr,









�� ��� �������� �� ���� ��������� ������� �(u)bϕ�, v, w, z� = �u, v, w, z�� ����������
�(a)bϕ�, (b)bϕ�, (u)bϕ�, v, w, z� = H� ����� ��� a = auu−1� b = bww−1�
��������� aϕ� � bϕ� ��� ������������ �� H�
����� �� aϕ� � bϕ� ���������� �� �������� �� Gϕ�
���� ����� ������ �������� aϕ� � bϕ� �������� �� a, b � u ∈ H� ��� ��� ��� �����
���������� ���� v, w � z�
(u)[aϕ�]2 = (uvr−1)aϕ� =aϕ� auto. (u)aϕ�(vr−1)aϕ� = uv2(r−1),
(u)[aϕ�]3 = (uv2(r−1))aϕ� =aϕ� auto. (u)aϕ�(v2(r−1))aϕ� = uv3(r−1).
�������������� ����� ���
(u)[aϕ�]α = uvα(r−1),
���� �������� α ∈ N�
(a)[aϕ�]2 = (av)aϕ� =aϕ� auto. (a)a
ϕ�(v)aϕ� = av2,




���� �������� α ∈ N�
(b)[aϕ�]2 = (bu−1z)aϕ� =aϕ� auto. (b)aϕ�(u−1)aϕ�(z)aϕ� = bu−1zu−1zv−(r−1)
= b(u−1z)2v−(r−1),




�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G







���� �������� α ∈ N�
(u)[bϕ�]2 = (urv(r−1)(
r






































���� �������� β ∈ N�






















































































(mod (m, 2(r − 1)))
��








���� �������� β ∈ N�
(b)[bϕ�]2 = (bw)bϕ� =bϕ� auto. (b)b
ϕ�(w)bϕ� = bw2




���� �������� β ∈ N�
�� ����������� ���� α = m� ������� �� ��������� �����������
(u)[aϕ�]m = uvm(r−1) = u
(a)[aϕ�]m = avm = a
(b)[aϕ�]m = b(u−1z)mv−m(r−1) = b,
�� ����� [aϕ�]m = IdH �
���� ������ ������� β = n � α = s� ����� ���
(u)[aϕ�]s = uvs(r − 1) = u = urnvEm(r,n)(r−1)(r2) = [(u)bϕ�]n








2 ) = [(a)bϕ�]n
(b)[aϕ�]s = b(u−1z)sv−s(r−1) = bwn = [(b)bϕ�]n,
� ��� � ����� �� [aϕ�]s = [bϕ�]n�
���� ��������� ���� bo(b)−1 = b−1� ����� ��� [bϕ�]−1 = [bϕ�]� ����� ����� �� ���������
������������





















�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G























� ������� ���� �� ������� �� ������� (b)[bϕ�]o(b)−1 ◦ [aϕ�] ◦ [bϕ�] = (b)[aϕ�]r � ��������
����� ������ ������� �� ��� aϕ� � bϕ� ���������� �� �������� �� Gϕ� �� �����
[aϕ�]m = IdH , [b
ϕ�]n = [aϕ�]s,
�
(bϕ�)−1 ◦ aϕ� ◦ bϕ�� = [aϕ�]r.
�� ������ �� �� � � � ����� �� ������������ ����������� ������ ��� �������� ��� �
��������� � �� ������� � �� ����������� �� Gϕ ���� Aut(H)� ���� ��������� ����������
����� ��� � ����������� �� ������� � ������� ���������� �� H ��� Gϕ ���� ���
K = H �� Gϕ = (A�f G)�� Gϕ.
������������ � ������������ �� ����� H� ���� ���������� ������� ������� � �����
�������� ���� K ���� ����
K = �a, b, u, v, w, z, aϕ, bϕ | am = 1, bn = as, [a, b] = ar−1, (aϕ)m = 1, (bϕ)n = (aϕ)s, wnk = 1,
[aϕ, bϕ] = (aϕ)r−1, v(m,2(r−1)) = 1, us = wn = (u−1z)s,
z(o












































= z, (v, w, z centrais)�.
����� ������������ ���������� ��� �� ����� �� G ����� � �������� ��������
�u, v, w, z� � � ����� ��� ������ �� Gϕ�
����� ������ �������� a ��� x1� b ��� y1� a
ϕ ��� x2 � b
ϕ ��� y2� ������� �� ��� K
������ ������������ � ����� ������������ �� ����� M1� ����������������� M1 ∼= K�
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
������ �� ����� �� G ����� A � �� Gϕ ����� H = A �f G ��� ������ � ����� K
��������� ���������������� �� ����� �� G ����� G⊗G ∼= [G,Gϕ] ��������� ����������
����� (i)� � �� G ����� (G⊗G)�G� �� ����� ������ � ����� ν(G) = ( [G,Gϕ] G) Gϕ ∼=
((G⊗G)�G) � G� ��� ������������ � ���� ��� ������ A � [G,Gϕ] ∼= G ⊗ G �����
�� ��� ������ �� K ����� ν(G)�
����������������� � ��������� φ : M1 → ν(G) ���� ��� x1 �→ a� y1 �→ b� x2 �→ aϕ �
y2 �→ bϕ ����� �� ��� ������ �� M1 ����� ν(G)�
��������������� � ��������� ψ : ν(G) → M1 ��� ������� a �→ x1� b �→ y1� aϕ �→ x2 �
bϕ �→ y2 �������� �� �������� �� ν(G)� �� ��� ������������ ���� ���� ������� �������
���� ����� �� �������� �� ���������� ����������� �� ���� �����
[a, bϕ]a = [a, bϕ]a
ϕ
= [a, bϕ][a, aϕ](r−1),
[a, bϕ]b = [a, bϕ]b
ϕ
= [a, bϕ]r[a, aϕ](r−1)(
r
2),
[a, aϕ]a = [a, aϕ]a
ϕ
= [a, aϕ]b = [a, aϕ]b
ϕ
= [a, aϕ],
[b, bϕ]a = [b, bϕ]a
ϕ
= [b, bϕ]b = [b, bϕ]b
ϕ
= [b, bϕ],
[b, aϕ]a = [b, aϕ]a
ϕ
= [b, aϕ][a, aϕ]−(r−1),
[b, aϕ]b = [b, aϕ]b
ϕ
= [b, aϕ]r[a, aϕ]−(r−1)(
r
2).
��� ����� �������� �� �������� ���������� �� M1� �������� ���������� ������
���� � �� ��� ������� φ � ψ ������� �������� � �������� � ������ φ ◦ ψ = Id �
ψ ◦ φ = Id� ��������� ������� � ���������� ν(G) ∼= M1�
� ���������� �� ��� �� ������������� ��� ����� (ii)� (iii) � (iv) ��������� � �����
ν(G) ���� �� ����������� ������ ������������ ������ G ����� �� ������� ������� � ���
�������� ����������� � ������� ��
���� ��������� � ������ �� ������� �� ������ �� ������������� ���� � ����� ν(G)
������ G = g(a, b;m,n,m − 1, s) � �� ����� ����������� ������ ��� �������� � ���
��������
��������� ������ ���� G = g(x1, y1;m,n,m − 1, s) �� ����� ����������� ������ ���
�������� � ��� ��������
− ������� ��� k = 1�
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
(i) �� 2 � s �� �� 4 | s� ����� ��� ������������ ���� � ����� ν(G) � ���� ����
�x1, y1, x2, y2, u, v, w, z | xm1 = 1, xm2 = 1, yn1 = xs1, yn2 = xs2, [x1, y1] = xm−21 , [x2, y2] = xm−22 ,
[x1, y2] = u, [x1, x2] = v, [y1, y2] = w, [y1, x2] = u
−1z, u(m,s) = 1,
v(m,2(m−2)) = 1, z(m,s,m−2,o












2), (v, w, z centrais)�.
(ii) �� 2 � s� ����� ��� ������������ ���� � ����� ν(G) � ���� ����
�x1, y1, x2, y2, u, v, w, z | xm1 = 1, xm2 = 1, yn1 = xs1, yn2 = xs2, [x1, y1] = xm−21 , [x2, y2] = xm−22 ,
[x1, y2] = u, [x1, x2] = v, [y1, y2] = w, [y1, x2] = u
−1z, u(m,2s) = 1,





uy1 = uy2 = um−1v(
m−1
2 )(m−2), ux1 = ux2 = uvm−2, us = v2−m,
z(m,s,m−2,o





(v, w, z centrais)�.
− ������� ��� k = 2�
(iii) �� 2 � s �� �� 4 | s� ����� ��� ������������ ���� � ����� ν(G) � ���� ����
�x1, y1, x2, y2, u, v, w, z | xm1 = 1, xm2 = 1, yn1 = xs1, yn2 = xs2, [x1, y1] = xm−21 , [x2, y2] = xm−22 ,
[x1, y2] = u, [x1, x2] = v, [y1, y2] = w, [y1, x2] = u
−1z, u(m,2s) = 1,




2), wn = us,
uy1 = uy2 = um−1v(
m−1






�(y1)) = 1, (v, w, z centrais)�.
(iv) �� 2 � s� ����� ��� ������������ ���� � ����� ν(G) � ���� ����
�x1, y1, x2, y2, u, v, w, z | xm1 = 1, xm2 = 1, yn1 = xs1, yn2 = xs2, [x1, y1] = xm−21 , [x2, y2] = xm−22 ,
[x1, y2] = u, [x1, x2] = v, [y1, y2] = w, [y1, x2] = u
−1z, u(m,2s) = 1,
uy1 = uy2 = um−1v(
m−1
2 )(m−2), ux1 = ux2 = uvm−2, w2n = 1,





v(m,2(m−2)) = 1, z(m,s,m−2,o





(v, w, z centrais)�.
� �������� ��������� ���������� ��� ������������ ���� � ����� ν(G) ������ G =
g(a, b;m,n, r, s) � �� ����� ����������� ����� ��� m � ���� r > 1 � s > 0� � ������ ��
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
���� ��� ������ ��� ��������� �� �������� ������� �� �������� ��������� ��� ��������
�� G� ������������ �� ���������� ������ ������� � ���������� ��������� �� ������� ��
���� ������������ ������ ������
������� � ���� G = g(x1, y1;m,n, r, s) �� ����� ����������� ������ ��� �������� �
��� ������� ��� m � ���� ������ ��� ������������ ���� � ����� ν(G) � ���� ����
�x1, y1, x2, y2, u, v, w, z | xm1 = 1, xm2 = 1, yn1 = xs1, yn2 = xs2, [x1, y1] = xr−11 , [x2, y2] = xr−12 ,
[x1, y2] = u, [x1, x2] = v, [y1, y2] = w, [y1, x2] = u
−1z, wnk = 1,
us = wn = (u−1z)s, vs = (u−1z)Em(r,n) = uEm(r,n), v(m,r−1) = 1,
u(m,Em(r,o(y1)),sk) = 1, z(o
�(x1),o�(y1),sk,Em(r,o�(y1))) = 1, ux1 = ux2 = u,
uy1 = uy2 = ur, (v, w, z centrais)�.
������������� ���������� ��� ��������� ��� � ����� ν(G) � ��� � ���� ����������
�� ����� M ���� ��� �� ���� ����� �������� � ��������� �� ν(G) = (Υ(G) G) Gϕ
�������� ���������� ����� (ii) ���� G ∼= �a, b� � Gϕ ∼= �aϕ, bϕ��
�� ������� ��� Υ(G) � �� ����� �������� ������ ����� ��������� [a, bϕ]� [a, aϕ]� [b, bϕ]
� [a, bϕ][b, aϕ]� ���� ���������� ����� � �������� ��������� �� ��� ������������ �������
54�� ����� ��� Υ(G) � ��� � ���� ���������� �� ����� �������� A ������� ���
�u, v, w, z | u(m,Em(r,o(b)),sk) = 1, vo�(a) = 1, wnk = 1, z(o�(a),o�(b),sk,Em(r,o�(b))) = 1,
us = wn = (u−1z)s, uEm(r,n) = vs = (u−1z)Em(r,n),
[u, v] = [u, w] = [u, z] = [v, w] = [v, z] = [w, z] = 1�,
���� �� ������� o(b)� o�(a)� o�(b) � Em(r, x)� ���� �������� x ∈ Z� ��� ������������ ���
����������� ����� � ����� � �� �������� ����� ���� � ����� G = g(a, b;m,n, r, s)�
����������������
�� �������� �� M ��� ����� � ���������� � ��������� f : G → Aut(A) ������� ���
���������� ������
a �→ af : A→ A
u �→ (u)af := u
v �→ (v)af := v
w �→ (w)af := w
z �→ (z)af := z
b �→ bf : A→ A
u �→ (u)bf := ur
v �→ (v)bf := v
w �→ (w)bf := w
z �→ (z)bf := z
�������� �� � ��������� f �� ������� � �� ����������� �� G �� Aut(A)�
���� ����������� � �������� �� ������������ �� 3 �������
����� �� af � bf �� �������� � ������������ �� A�
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
���������� ������� ��� af � bf ��������� �� �������� �� A� ���� ����� ��������� af �
bf ���� ������� ��������������
af : {u, v, w, z}→ A
u �→ (u)af = u
v �→ (v)af = v
w �→ (w)af = w
z �→ (z)af = z
bf : {u, v, w, z}→ A
u �→ (u)af = ur
v �→ (v)af = v
w �→ (w)af = w
z �→ (z)af = z
� ��������� af ��� �� ��������� u� v� w � z �� A� ����� ��� �� � ��� ������ �� �
��������� bf ��� �� ��������� v� w � z � ��������� � ������� �������� �� �������� �� A ����
�� ��������� ur � u−rz�
(ur)m = umr = 1,
(u−rz)m = u−mrzm = 1.
���� ������
(ur)s = us,
(u−rz)s = u−srzs = (u−1z)s,
(ur)sk = uks = 1 �
(u−rz)sk = ukszs = (u−1z)s,







(ur)Em(r,o(b)) = uEm(r,o(b)) = 1 �
(u−rz)Em(r,o(b)) = (u−1z)Em(r,o(b)) = 1,
���� n | o(b) � rn ≡ 1 (mod m)�
����� ���� ����� �� ������������ ����������� ������� af � bf �� �������� � �����
�������� �� A�
����� �� af � bf ��� ������������ �� A�
���� ����� ������� ������� ��� af � bf ��� ��� ������� ��� ��� ��� A � �� �����
����� �� �(u)af , v, w, z� ≤ A ����� ������ �(u)bf , v, w, z� ≤ A� ���� af � bf ��� ��������
����� �� A ��� ���� v, w � z�
������ �(u)af , v� = �u, v�� ���� �������� �� ��������� af �� �(u)bf , v� = �ur, v� = �u, v��
��� ��� ��� (m, r) = 1�
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
��������� af � bf ��� ������������ �� A�
����� �� af � bf ���������� �� �������� �� G�
���� ������� �������������� � ��������� �������� af � bf �������� �� u ∈ A� ��� ���
��� ����� ���������� ���� v, w � z�
� ��������� af ������ ��� u� � ��� � ����� �� (u)[af ]α = u� ���� �������� α ∈ N�
�� ����������� ���� α = m� � ���������� (u)[af ]m = u � ����� ��
[af ]m = IdA.
����� �������� ��� af � bf ���������� ������ �� ������ �������� �� G� ���� �����
������� ����











(u)[bf ]β = ur
β
,
���� �������� β ∈ N� �� ����������� �� β = n � α = s� �����
(u)[af ]s = u = ur
n
= (u)[bf ]n,
���� rn ≡ 1 (mod m)� ���� ���� ����� ��� [af ]s = [bf ]n�
���� ��������� ���� b−1 = bo(b)−1 ����� � �������� ��������� (u)[bf ]−1 = ur
o(b)−1
� ����
(u)[(bf )−1 ◦ af ◦ bf ] = {[(u)bf ]af}(bf )−1





��� n | o(b) � rn ≡ 1 (mod m)� �� ����� (u)[(bf )−1 ◦ af ◦ bf ] = ur = (u)[af ]r�
����� [bf ]−1 ◦ af ◦ bf = [af ]r�
����� ������ ������� �� ��� af � bf ���������� �� �������� �� G� �� �����
[af ]m = IdA, [b
f ]n = [af ]s, [bf ]−1 ◦ [af ] ◦ [bf ] = [af ]r.
�� ������ �� �� � ���������� ��� � ����� �� ������������ ����������� ������ ���
�������� ��� � ��������� f �� ������� � �� ����������� �� G ���� Aut(A)� ����������
����� � ������������ �� ����� �������� ��
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
�� ������ ��������� f ��������� ��� ���� �� G ����� A ��� ��� �� ��� ��������
H = A�f G ���� ������������ � ���� ����
�a, b, u, v, w, z | am = 1, bn = as, [a, b] = ar−1, ua = u, ub = ur, u(m,Em(r,o(b)),sk) = 1,
vo
�(a) = 1, wnk = 1, z(o
�(a),o�(b),sk,Em(r,o�(b))) = 1, us = wn = (u−1z)s,
uEm(r,n) = vs = (u−1z)Em(r,n), (v, w, z centrais),
[u, v] = [u, w] = [u, z] = [v, w] = [v, z] = [w, z] = 1�,
��������� ���� ���������� �������
� ���� f �� G ����� A ����� ��� ��������� � : Gϕ → Aut(H) ���� ����
aϕ �→ aϕ� : H → H
a �→ (a)aϕ� := av
b �→ (b)aϕ� := b(u−1z)
u �→ (u)aϕ� := u
v �→ (v)aϕ� := v
w �→ (w)aϕ� := w
z �→ (z)aϕ� := z
bϕ �→ bϕ� : H → H
a �→ (a)bϕ� := au
b �→ (b)bϕ� := bw
u �→ (u)bϕ� := ur
v �→ (v)bϕ� := v
w �→ (w)bϕ� := w
z �→ (z)bϕ� := z
�������� �� � ��������� � ��������� �� ����������� �� Gϕ �� Aut(H)�
��� � ����� ������� ���� ����� �� ������������ �� �������� �� ����� �����������
3 ������ ���� � ������������ �� �������� ��
����� �� aϕ� � bϕ� �� �������� � ������������ �� H�
���� ����� ������� ������� ��� aϕ� � bϕ� ��������� �� �������� �� H�
���� � ��������� aϕ� ��� u� v� w � z �� H� ��������� ������� �� �� �������� �� H
��� ����������� ��� ��������� av� b(u−1z)� �� � ��������� bϕ� ��� v� w � z �� H � ���� �
������� �������� �� �� �������� �� H ��� ����������� ���� �� ��������� au� bw� ur � u−rz
������� ��� [u, v] = [u, w] = [u, z] = [v, w] = [v, z] = [w, z] = 1 �� H�
���� aϕ��
















(vs)s = (uEm(r,n))s = us(1+r+...+r
n−1) = usn = wnn,
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G













��� vr = v ∈ H� ���������
(av)bu
−1z = arv = arvr = (av)r�
(u)av = ua = u � (u)b(u
−1z) = ub = ur,
���������� ���� ��������
���� bf �
(au)m = umam = 1.
(bw)n = wnbn = usas = (au)s.
(au)bw = (arub) = arur = (au)r.
��� �������� ���������� ur � u−rz �� H�
(ur)m = urm = 1.
((ur)−1z)m = u−rmzm = 1.
������� ��� sr ≡ s (mod m)� �����
(ur)s = usr = us,
((ur)−1z)s = u−srzsr = (u−1z)s = wn,
(ur)sk = usrk = usk = 1 �
(u−rz)sk = u−srkzsk = (u−1z)sk = 1.
���� ������
(ur)Em(r,o(b)) = urEm(r,o(b)) = uEm(r,o(b)),
((ur)−1z)Em(r,o(b)) = u−rEm(r,o(b))zEm(r,o(b)) = (u−1z)Em(r,o(b)),
(ur)Em(r,n) = urEm(r,n) = uEm(r,n) �
((ur)−1z)Em(r,n) = u−rEm(r,n)zEm(r,n) = (u−1z)Em(r,n),
���� n | o(b) � rn ≡ 1 (mod m)� ��� ���
(ur)au = (ur)a = ur � (ur)bw = (ub)r = (ur)r,
(u−rz)au = (u−rz)a = u−rz � (u−rz)bw = (ub)−rz = (u−r)rz .
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
����� ���� ����� �� ������������ ����������� ������� aϕ� � bϕ� �� �������� � �����
�������� �� H�
����� �� aϕ� � bϕ� ��� ������������ �� H�
����� af � bf ������������ �� H � H ����� �� ����� ������ � ��������� ��������
���
�(a)aϕ�, (b)aϕ�, (u)aϕ�, v, w, z� = H = �(a)bϕ�, (b)bϕ�, (u)bϕ�, v, w, z�,
��� ��� ��� �� ������������ aϕ� � bϕ� ���� v, w � z� �� ����� af � bf ��� ��� �������
� ��������� aϕ� ��� u� v� w � z �� H� ��� ��� ��� a = avv−1 � b = b(u−1z)(u−1z)�
����� ��� H = �(a)aϕ�, (b)aϕ�, (u)aϕ�, v, w, z�.
��� ����� ����� ����� ��� (u)bϕ� = ur ��� (m, r) = 1� ������ ������ �� ������� ���
u = uµr�
����� (ur)µ = uµr = u � ���� � ������� �(u)bϕ�, v, w, z� = �u, v, w, z�� ��� �������� ��
���� ��������� �(a)bϕ�, (b)bϕ�, (u)bϕ�, v, w, z� = H� ����� ��� a = auu−1� b = bww−1�
��������� aϕ� � bϕ� ��� ������������ �� H�
����� �� aϕ� � bϕ� ���������� �� �������� �� Gϕ�
���� ����� ������������ aϕ� �������� �� a � b� �� ��� aϕ� ��� u, v, w � z � bϕ� ��������
�� a, b � u� ��� ��� ��� ���� ��� v, w, z ∈ H�
(a)[aϕ�]2 = (av)aϕ� =aϕ� auto. (a)a
ϕ�(v)aϕ� = av2,




���� �������� α ∈ N�
(b)[aϕ�]2 = (bu−1z)aϕ� =aϕ� auto. (b)aϕ�(u−1)aϕ�(z)aϕ� = bu−1zu−1z = b(u−1z)2,
(b)[aϕ�]3 = (b(u−1z)2)aϕ� =aϕ� auto. (b)aϕ�(u−2)aϕ�(z2)aϕ� = bu−1zu−2z2 = b(u−1z)3,
(b)[aϕ�]4 = (b(u−1z)3)aϕ� =aϕ� auto. (b)aϕ�(u−3)aϕ�(z3)aϕ� = bu−1zu−3z3 = b(u−1z)4.
��������������
(b)[aϕ�]α = b(u−1z)α,
���� �������� α ∈ N�




�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
(u)[bϕ�]3 = (ur
2






���� �������� β ∈ N�
(a)[bϕ�]2 = (au)bϕ� =bϕ� auto. (a)b
ϕ�(u)bϕ� = auur = au(r+1),
(a)[bϕ�]3 = (au(r+1))bϕ� =bϕ� auto. (a)b
ϕ�(u(r+1))bϕ� = au(ur)Em(r,2) = auEm(r,3).
(a)[bϕ�]4 = (auEm(r,3))bϕ� =bϕ� auto. (a)b
ϕ�(uEm(r,3))bϕ� = au(ur)Em(r,3) = auEm(r,4)
��������������
(a)[bϕ�]β = auEm(r,β),
���� �������� β ∈ N�
(b)[bϕ�]2 = (bw)bϕ� =bϕ� auto. (b)b
ϕ�(w)bϕ� = bw2




���� �������� β ∈ N�
�� ����������� ���� α = m� ������� �� ��������� ������������
(a)[aϕ�]m = avm = a
(b)[aϕ�]m = b(u−1z)m = b,
�� ����� [aϕ�]m = IdH �
���� ������ ������� β = n � α = s� ����� ���
(u)[aϕ�]s = u = ur
n
= (u)[bϕ�]n
(a)[aϕ�]s = avs = auEm(r,n) = (a)[bϕ�]n
(b)[aϕ�]s = b(u−1z)s = bwn = (b)[bϕ�]n,
� ��� � ����� �� [aϕ�]s = [bϕ�]n�
���� ��������� ���� bo(b)−1 = b−1� ����� �� ��������� ������������
(u)[bϕ�]o(b)−1 ◦ [aϕ�] ◦ [bϕ�] = [((u)bϕ�)aϕ�] bϕ�(o(b)−1)







= ur = (u)[aϕ�]r
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G





= auEm(r,(o(b)))v = avr
= (a)[aϕ�]r
� ������� �� ��� � ������� (b)[bϕ�]o(b)−1 ◦ [aϕ�] ◦ [bϕ�] = (b)[aϕ�]r ������ � ��������
����� ������ ������� �� ��� aϕ� � bϕ� ���������� �� �������� �� Gϕ� �� �����
[aϕ�]m = IdH , [b
ϕ�]n = [aϕ�]s, [bϕ�]−1 ◦ [aϕ�] ◦ [bϕ�] = [aϕ�]r.
�� ������ �� �� � � � ����� �� ������������ ����������� ������ ��� �������� ��� �
��������� � �� ������� � �� ����������� �� Gϕ ���� Aut(H)�
������� ������ ��� � ����������� � : Gϕ → Aut(H)� � ������� ���������� �� H
��� Gϕ ���� ���
K = H �� Gϕ = (A�f G)�� Gϕ.
������������ � ������������ �� ����� H� ���� ���������� ������� ������� � �����
�������� ���� K ���� ����
�a, b, u, v, w, z, aϕ, bϕ | am = 1, bn = as, [a, b] = ar−1, (aϕ)m = 1, (bϕ)n = (aϕ)s,
[aϕ, bϕ] = (aϕ)r−1, ua = u, ub = ur, u(m,Em(r,o(b)),sk) = 1, vo
�(a) = 1,
wnk = 1, z(o



























= z, [u, v] = [u, w] = [u, z] = [v, w] = [v, z] = [w, z] = 1,
(v, w, z centrais)�.
����� ������������ ���������� ��� �� ����� �� G ����� � �������� ��������
�u, v, w, z� � � ����� ��� ������ �� Gϕ�
����������������� �������� a ��� x1� b ��� y1� a
ϕ ��� x2 � b
ϕ ��� y2� ������� �� ���
K ������ ������������ � ����� ������������ �� ����� M � �� ������ ��������� K ∼= M �
������ �� ����� �� G ����� A � �� Gϕ ����� H = A �f G ��� ������ � ����� K
��������� ���������������� �� ����� �� G ����� G⊗G ∼= [G,Gϕ] ��������� ����������
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
����� (i)� � �� G ����� (G⊗G)�G� �� ����� ������ � ����� ν(G) = ( [G,Gϕ] G) Gϕ ∼=
((G⊗G)�G) � G� ��� ������������ � ���� ��� ������ A � [G,Gϕ] ∼= G ⊗ G �����
�� ��� ������ �� K ����� ν(G)�
����������������� � ��������� φ : M → ν(G) ��� ������� x1 �→ a� y1 �→ b� x2 �→ aϕ �
y2 �→ bϕ ����� �� ��� ������ �� M ����� ν(G)�
��������������� � ��������� ψ : ν(G) → M ��� ������� a �→ x1� b �→ y1� aϕ �→ x2 �
bϕ �→ y2 �������� �� �������� �� ν(G)� �� ��� ������������ ���� ���� ������� �������
���� ����� �� �������� �� ���������� ����������� �� ���� ������
[a, bϕ]a = [a, bϕ]a
ϕ
= [a, bϕ],
[a, bϕ]b = [a, bϕ]b
ϕ
= [a, bϕ]r,
[a, aϕ]a = [a, aϕ]a
ϕ
= [a, aϕ]b = [a, aϕ]b
ϕ
= [a, aϕ],
[b, bϕ]a = [b, bϕ]a
ϕ
= [b, bϕ]b = [b, bϕ]b
ϕ
= [b, bϕ],
[b, aϕ]a = [b, aϕ]a
ϕ
= [b, aϕ],
[b, aϕ]b = [b, aϕ]b
ϕ
= [b, aϕ]r.
��� ����� �������� �� �������� ���������� �� M � �������� ���������� ������
����� ������ �� ��� ������� φ � ψ ������� �������� � �������� � ������ φ ◦ ψ = Id
� ψ ◦ φ = Id� �������� ��������� � ����� �������� ���������� ν(G) ∼= M � ��� ����
����������� � ������� ��
� ������� ����� ���� � ������������ ��� �������� � � � � �������� ���������
�� ���������� ���� ���� ��� ����� ��� ��������� �� ����� ������������ ����� ����� ��
�������� � � �� � �������� ��������� ��� �� ��� ������������ ���� � ����� ν(G)
������ G = g(a, b;m,n, r, 0) � �� ����� ����������� ������ ��� �������� � ��������
��������� ������ ���� G = g(x1, y1;m,n, r, 0) �� ����� ����������� ������ ��� ���������
− ������� m ����
(i) �� r �= m− 1� ����� ��� ������������ ���� � ����� ν(G) � ���� ����
�x1, y1, x2, y2, u, v, w, z | xm1 = 1, xm2 = 1, yn1 = 1, yn2 = 1, [x1, y1] = xr−11 , [x2, y2] = xr−12 ,
[x1, y2] = u, [x1, x2] = v, [y1, y2] = w, [y1, x2] = u
−1z,
v(m,2(r−1)) = 1, wn = 1, u(m,Em(r,n)) = 1, ux1 = ux2 = uvr−1,
uy1 = uy2 = urv(r−1)(
r
2), z(m,r−1,n,Em(r,n)) = 1,
(v, w, z centrais)�,
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
(ii) �� r = m− 1� ����� ��� ������������ ���� � ����� ν(G) � ���� ����
�x1, y1, x2, y2, u, v, w, z | xm1 = 1, xm2 = 1, yn1 = 1, yn2 = 1, [x1, y1] = xm−21 , [x2, y2] = xm−22 ,
[x1, y2] = u, [x1, x2] = v, [y1, y2] = w, [y1, x2] = u
−1z, wn = 1,
v(m,2(m−2)) = 1, z(m,m−2,n) = 1, ux1 = ux2 = uvm−2,
u(m,Em(m−1,n)) = 1, uy1 = uy2 = um−1v(m−2)(
m−1
2 ), (v, w, z centrais)�.
− ������� m ������ ������ ��� ������������ ���� � ����� ν(G) � ���� ����
�x1, y1, x2, y2, u, v, w, z | xm1 = 1, xm2 = 1, yn1 = 1, yn2 = 1, [x1, y1] = xr−11 , [x2, y2] = xr−12 ,
[x1, y2] = u, [x1, x2] = v, [y1, y2] = w, [y1, x2] = u
−1z, wn = 1,
v(m,r−1) = 1, z(m,r−1,n,Em(r,n)) = 1, ux1 = ux1 = uvr−1,
uy1 = uy2 = urv(r−1)(
r
2), u(m,Em(r,n)) = 1, (v, w, z centrais)�
���� ������������ ��� ������������� �� ����� ν(G) ��� �������� � � �� �� �������
��� ����������� ���������������� ��� ������������ �� �������� ������� ���� �� ������
��������� �� ����� ν(G)� � ������ [G,Gϕ]� G ∧G � M(G) ��� ���� �������� �����������
��� ��� ����������� �� ������������ �� ����� ����������� ������ ������������ � �����
τ(G)� ����� ��� �������� �� ����� ν(G)� � ������ �� ��� �������������
���������� �� ������ µ(G) � Δ(G) ��� �������� �� ν(G) ����� ���������� ������
(ii) � ���� ������� ���� ������ [G,Gϕ]/µ(G) ∼= G� � G� � �������� � �������� �� [G,Gϕ]
� G∧G ����� ������ ���������� ��� �� ��������� �������� ������ ����� ��� � �����
M(G) � ��������
��������� ������ ���� G = g(x1, y1;m,n, r, s) �� ����� ����������� ������ ��� ��������
� ��� ������� ��� m ����
− ������� ��� k ���� ������
(1) �� 2 � s �� 4 | s� ������




















2 ), [u, v] = 1, [u, w] = 1, [v, z] = 1�.
(ii) G ∧G = �u¯ | u¯(m,Em(r,n),s) = 1�, ���� u¯ := uΔ(G)�
(iii) M(G) = �u¯ | u¯ (m,r−1)m (m,Em(r,n),s) = 1�, ���� u¯ := u m(m,r−1)Δ(G)�
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
(2) �� 2 � s� ������




















2), [u, z] = [v, w] = [v, z] = [w, z] = 1�.
(ii) G ∧G = �u¯ | u¯(m,Em(r,n),s) = 1�, ���� u¯ := uΔ(G)�
(iii) M(G) = �u¯ | u¯ (m,r−1)m (m,Em(r,n),s) = 1�, ���� u¯ := u m(m,r−1)Δ(G)�
− ������� ��� k ���� ����
(3) �� 2 � s �� 4 | s� ������




2 ), v(m,2(r−1)) = 1,
wnk = 1, z(o














2 ), [u, z] = [v, w] = [v, z] = [w, z] = 1�.
(ii) G ∧G = �u¯ | u¯(m,Em(r,n),s) = 1�, ���� u¯ := uΔ(G)�
(iii) M(G) = �u¯ | u¯ (m,r−1)m (m,Em(r,n),s) = 1�, ���� u¯ := u m(m,r−1)Δ(G)�
(4) �� 2 � s� ������





u(m,sk) = 1, z(o














v(m,2(r−1)) = 1, [v, w] = [u, v] = [u, w] = [u, z] = 1,
[v, z] = [w, z] = 1�.
(ii) G ∧G = �u¯ | u¯(m,Em(r,n),s) = 1�, ���� u¯ := uΔ(G)�
(iii) M(G) = �u¯ | u¯ (m,r−1)m (m,Em(r,n),s) = 1�, ���� u¯ := u m(m,r−1)Δ(G)�
������������� ������� � ������������ ������ �� ���� (1)�
���� A �� ����� �������� ���� ���


















2 ), us = wn,
[u, v] = [u, w] = [u, z] = [v, w] = [v, z] = [w, z] = 1�.
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
� ������� � � �� �������� ����� �� ��������� �� [G,Gϕ] ���������� ���� ���� �����
����������� � ��� ������ ����� A � [G,Gϕ] ∼= G ⊗ G� ��� ������������ ������� �� �
��� ������ �� M1 ����� ν(G)�
��� ��� ������������ � ���������� ����� M1 � ν(G)� ���� ������� ��������� �� �����
ν(G)� ����� � ���������� ����� � ����� A� �������� �� M1� � [G,G
ϕ]�
� ������������ �� ����� G∧G � �������� �� ������������ �� ����� [G,Gϕ] ������





���������� ����� � ����� �� �������� ������� �� ����� ������� G ∧ G� �� ��� ���� �
�������� �� ��������� [G,Gϕ]/Δ(G)�
��� ��� ��������� � ����� �� ����� G ∧G � ����� G� �� ����� ������� �������� ��
��������� �� G ∧G ��� M(G) ����� ���
|M(G)| = (m,Em(r, n), s)m
(m,r−1)
=
(m, r − 1)
m
(m,Em(r, n), s),
���� |G�| = m
(m, r − 1) �
���������� �������� � ������������ �� ����� [G,Gϕ] ���������� ��� �� ������������
�� ����� G� ���� �� ����� ����������� ����� G �������� ������ ���������� ���� �����
��� ������������ ���� � ����� µ(G)� � ������ �� ��������� ρ� ����� ���������� ��������
����������� � ����� µ(G) ��� ���� ��������� �� ���� �� ��� � ����� G � ����������� �����
��� �������� ���������� � �������� �������� ����� �� ��������� �u|G�|, v, w, z� �� ����� µ(G)
� �� �������� ���������� �� ����� [G,Gϕ]�
� ������������ ��� ���������� ������������ ����� �������� ��� ���������� �� ��
���������� ������� �� ��������� ������������
��������� ������� ���� G = g(x1, y1;m,n,m − 1, s) �� ����� ����������� ����� ���
��������
− ������� ��� k = 1�
(1) �� 2 � s �� �� 4 | s� ������










[u, v] = [u, z] = [v, w] = [v, z] = [w, z] = 1�.
(ii) G ∧G = �u¯ | u¯(m,Em(m−1,n),s) = 1�, ���� u¯ := uΔ(G)�
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
(iii) M(G) = �u¯ | u¯ (m,m−2)m (m,Em(m−1,n),s) = 1�, ���� u¯ := u m(m,m−2)Δ(G)�
(2) �� 2 � s� ������
(i) [G,Gϕ] = �u, v, w, z | u(m,2s) = 1, v(m,2(m−2)) = 1, wn = 1, (u−1z)s = vm−2, us = v2−m,
z(m,s,m−2,o









2), [u, z] = [v, w] = [v, z] = [w, z] = 1�.
(ii) G ∧G = �u¯ | u¯(m,Em(m−1,n),s) = 1�, ���� u¯ := uΔ(G)�
(iii) M(G) = �u¯ | u¯ (m,m−2)m (m,Em(m−1,n),s) = 1�, ���� u¯ := u m(m,m−2)Δ(G)�
− ������� ��� k = 2�
(3) �� 2 � s �� �� 4 | s� ������










2), [u, z] = [v, w] = [v, z] = 1, �.
(ii) G ∧G = �u¯ | u(m,Em(m−1,n),s) = 1�, ���� u¯ := uΔ(G)�
(iii) M(G) = �u¯ | u¯ (m,m−2)m (m,Em(m−1,n),s) = 1�� ���� u¯ := u m(m,m−2)Δ(G)�
(4) �� 2 � s� ������
(i) [G,Gϕ] = �u, v, w, z | u(m,2s) = 1, w2n = 1, [w, z] = [u, w] = [u, z] = [v, w] = [v, z] = 1,










2), v(m,2(m−2)) = 1,
[u, v] = 1�.
(ii) G ∧G = �u¯ | u¯(m,Em(m−1,n),s) = 1�, ���� u := uΔ(G)�
(iii) M(G) = �u¯ | u¯ (m,m−2)m (m,Em(m−1,n),s) = 1�, ���� u¯ := u m(m,m−2)Δ(G)�
�� ���������������� �� m � ���� ����� �� ��������� ���������� �� ������� �� ����
���� ��� ������������ ���� ������������ ���� ��������
��������� ������� ���� G = g(x1, y1;m,n, r, s) �� ����� ����������� ������ ��� ��������
� ��� ������� ��� m ������ ������
(i) [G,Gϕ] = �u, v, w, z | u(m,Em(r,o(y1)),sk) = 1, v(m,r−1) = 1, z(o�(x1),o�(y1),sk,Em(r,o�(y1))) = 1,
wnk = 1, us = wn = (u−1z)s, uEm(r,n) = vs = (u−1z)Em(r,n),
[u, v] = [u, w] = [u, z] = [v, w] = [v, z] = [w, z] = 1�.
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
(ii) G ∧G = �u¯ | u¯(m,Em(r,n),s) = 1�, ���� u¯ := uΔ(G)�
(iii) M(G) = �u¯ | u¯ (m,r−1)m (m,Em(r,n),s) = 1�, ���� u¯ := u m(m,r−1)Δ(G)�
���� ��������� ����� � ��������� ��� ��������� �� ������ ����������� �� ����� ν(G)
���� � ����� ����������� ������ ��� �������� � ������� G = g(a, b;m,n, r, 0)�
��������� ������� ���� G = g(x1, y1;m,n, r, 0) �� ����� ����������� ����� ��� ���������
− ������� ��� r �= m− 1�
(1) �� m � ���� ������
(i) [G,Gϕ] = �u, v, w, z | v(m,2(r−1)) = 1, wn = 1, u(m,Em(r,n)) = 1, z(m,r−1,n,Em(r,n)) = 1,
[u, v] = [u, w] = [u, z] = [v, w] = [v, z] = [w, z] = 1�.
(ii) G ∧G = �u¯ | u¯(m,Em(r,n)) = 1�, ���� u¯ := uΔ(G)�
(iii) M(G) = �u¯ | u¯ (m,r−1)m (m,Em(r,n)) = 1�, ���� u¯ := u m(m,r−1)Δ(G)�
(2) �� m � ������ ������
(i) [G,Gϕ] = �u, v, w, z | v(m,r−1) = 1, z(m,r−1,n,Em(r,n)) = 1, u(m,Em(r,n)) = 1, [w, z] = [v, z] = 1,
wn = 1, [u, v] = [u, w] = [u, z] = [v, w] = 1�.
(ii) G ∧G = �u¯ | u¯(m,Em(r,n)) = 1�, ���� u¯ := uΔ(G)�
(iii) M(G) = �u¯ | u¯ (m,r−1)m (m,Em(r,n)) = 1�, ���� u¯ := u m(m,r−1)Δ(G)�
− ������� ��� r = m− 1�
(3) �� m � ���� ������
(i) [G,Gϕ] = �u, v, w, z | wn = 1, v(m,2(m−2)) = 1, z(m,m−2,n,Em(m−1,n)) = 1, [v, w] = [v, z] = 1,
u(m,Em(m−1,n)) = 1, [w, z] = [u, z] = [u, w] = [u, v] = 1�.
(ii) G ∧G = �u¯ | u¯(m,Em(m−1,n)) = 1�, ���� u¯ := uΔ(G)�
(iii) M(G) = �u¯ | u¯(m,m−2) = 1�, ���� u¯ := u m(m,m−2)Δ(G)�
(4) �� m � ������ ������
(i) [G,Gϕ] = �u, v, w, z | wn = 1, u(m,Em(m−1,n)) = 1, [u, v] = [v, w] = [v, z] = [w, z] = 1,
v = 1, z = 1, [u, w] = [u, z] = 1�.
(ii) G ∧G = �u¯ | u¯(m,Em(m−1,n)) = 1�, ���� u¯ := uΔ(G)�
(iii) M(G) = �u¯ | u¯(m,m−2) = 1�, ���� u¯ := u m(m,m−2)Δ(G)�
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
� �������� ��������� ��� �� ��� ������������ �� ����� τ(G)� ����� �� ����� ν(G)
���� �� ����� G ����������� ������ ��� ��������� ���� �� ��� ��� �������������
��������� ������� ���� G = g(x1, y1;m,n, r, s) �� ����� ����������� ����� � ��� ������
����
(1) �� s > 0� ������
τ(G) = �x1, y1, x2, y2, u | xm1 = 1, xm2 = 1, yn1 = xs1, yn2 = xs2, [x1, y1] = xr−11 , [x2, y2] = xr−12 ,
[x1, y2] = u, u
(m,Em(r,n),s) = 1, ux1 = ux2 = u, uy1 = uy2 = ur�.
∼= (Cm × Cm × C(m,Em(r,o(b)),s)) ] (Co(b) × Co(b)),
���� “ ] ” ������ � ������� ���������� ��������
(2) �� s = 0� ������
τ(G) = �x1, y1, x2, y2, u | xm1 = 1, xm2 = 1, yn1 = xs1, yn2 = xs2, [x1, y1] = xr−11 , [x2, y2] = xr−12 ,
[x1, y2] = u, u
(m,Em(r,n)) = 1, ux1 = ux2 = u, uy1 = uy2 = ur�.
∼= (Cm × Cm × C(m,Em(r,n))) ] (Co(b) × Co(b)).
������������� ������� ������ � ������������ �� ���� (1) ���� � ���� ������������ �
������� � (i)�
����� H = �x1, x2, u� � K = �y1, y2� ��������� �� ����� τ(G) = ν(G)/Δ(G)�
���� � ����� G = g(x1, y1;m,n, r, s) �� ������� �� ����� ν(G) ���� ����
ν(G) ∼= �x1, y1, x2, y2, u, v, w, z | xm1 = 1, xm2 = 1, yn1 = xs1, yn2 = xs2, [x1, y1] = xr−11 ,
[x2, y2] = x
r−1
2 , [x1, y2] = u, [x1, x2] = v, [y1, y2] = w,
[y1, x2] = u

















2), u(m,sk) = 1,
uy1 = uy2 = urv(
r
2)(r−1), ux1 = ux2 = uvr−1, us = wn,




2), (v, w, z centrais)�.
����� �������� ���������� �� ����� ν(G)� ����� ��� v = w = z = [u, x1] = [u, x2] =
u(m,Em(r,n),s) = 1� ������ Δ(G) � xm1 = x
m
2 = 1� �����
H ∼= Cm × Cm × C(m,Em(r,n),s) � K ∼= Co(b) × Co(b).
����� ��� �������� ���������� �� ����� ν(G)� ����� ����
(xs1)






1 = x1, (x
s
2)




�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
xy21 = x1u, x
yn1





�� ����� H ∩K = M � M = �yn1 � = �xs1�� ������ �� H� ��������� τ(G) ∼= H ] K� ����
“ ] ” � � ������� ���������� ��������
� ������������ �� ������������ �� ����� τ(G) ��� ������ ����� � ��������
�� 1970� ������� ������ ����� 1� ������� ��� ������ ������������ ������ �� �����
G = g(a, b;m,n, r, s)� ��� s > 0� ������� ������������� �� ����� ������� ���� �����
������� �� ������ (m,n, r, s)� ����� �������3.4�� �� 1994� ��� ���� �������� ��������
� ����� �� M(G) �� �� ����� ����������� ����� G� ��� �������� � ������ �� �� ��������
������� ���� � �������� ��������� ��� ��������� ������ Δ(G)� � ����� ����� ���������
��� ����� �������� ��� � ����������� ��� ���������� ������ � ����� ����� ���� ����
������ ����� ���
[a, bϕ]s, [a, bϕ]Em(r,n) ∈ Δ(G).
����� M(G) ∼= C (m,r−1)
m
(m,Em(r,n),s)
� ������������ �� �������� ��� �������� m � n�
���� ����� ������ 147� §5� ���������� �� p������� ������������ �� ������ � ����� ��
����������� �� ����� ���������� �� p������� ������������ ��� ������� ������������� ��
����� �������� �� ����� ������� ���� ������� ��� ������ �� ����
�a, b | am = 1, bn = a m(m,r−1) , ab = ar�
������� ������������� �� ����� �������� ���������� ��� �� ���������� ��� ����������
������ � ����� ���������� ��� � ���� ������ �������






�� ������ ��������� �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ ������� ��� ���������� G =
g(a, b;m,n, r, 0)� ��������� ��� �������� � ���� ������ (16) ������������ ������m � ���� ���
���� �� ��������� ��� ������ ��� �������� � ��� � ���������� �� ��� ������ ����������� 15��
������ m � � ���� ����� ������� � ������ �� ��� ��������� ��� ������������ ���������
��� �� ��� ��������� �� ��������� �������
� ������� ��� ������ �� �� �������� ������� ���� � ����� [G,Gϕ] ������ G =
g(a, b;m, 2,m−1, 0) �� ����� ���� ����� ��� ������ ������� � ��������� ������ �����������
12�� ������ m � ��� � m � � ���� ����� ������ ��������� ��� �� ���������� �� ���������
����� (i) �� (3) � (4)� � ���������� ����� ��� ���� ��� ���������� � ����� ������� Dm ����
� �������� ������� �� ����� ��� ���������� ������������ Qm�
���� ������ ��� ��� ��� �������� ���������� ��� ����� ���� � ������� �� ������� ��������
���� ���� � �������� ��������� ��� ��������� ��������� �� ���������� �� ��� �����������
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
�� ������ �� ���������� ��� ������ �� ���� �� ��� ��������� ��������� � ������ ��� ����
��������� �� ������ ���� ���� � ������� ��� ��������� ��� ������ ������� � ���������
������ ����������� 13� � ������� ������ ����������� 16�� ��� �������� � �������� �� ����
���� ����������� ����� �������� � ��� �������� �� � ������������ �� ������ ������ �������
���������� �� ��������� �� ������ ����� �� ����������� �� ����� � ������ �� ������������
�� ����� ���� �� ������ ��� ��������� �� �� �������� ������� ���� � �������� ������
���� ��� ��������� ����� [G,Gϕ] ∼= G ⊗ G ���� �������� ������ �� ν(G)� ��� ��������
����� �������� �������� ���� � ������� �� ����� � �� ���� ������� � ��������� ���������
� ������������� �� �������� �� ����� ��������� ������ �� ������� � ����� ν(G) �� ��
����� ���� G � ���� ���� �� ���� ������ ����������� ���� ����� �� ������������ �� ������
����� ������ ����������� ����� ������������ ��� ��� ��� � ����� ���� ������� ���� ����
����������� �� ������� ������
���� �� �������� � ������� ��� ����������� �� �������� �� ������ ν(G)� [G,Gϕ]� G∧G�
M(G) � τ(G) �� �� ����� ����������� ����� G �������� � ������� ���������� �����������
� ����� ������� �������������� ��������� ��� ��������� ������� � ������������� ��� ���
���� ����� �� ������� ��� �����
������� ������� ���� α ≥ 2� ��������� ������������ G = g(x, y; 2α, 2, 2α − 1, 2α−1)
������ o�(x) = (2α, 2) = 2� o(y) = 4 � o�(y) = 2� ���� ���������� �� ������� ������
��������� G = g(x, y; 2t, 2, 2t−1, t)� t > 1� ���� ������������ ��� ���� ��� ����������
������ ������� ��������� ���� t = 2α−1� � ����� G � � ��������� ������������ ������������























������������ �� �������� �� t�
������� ��� 2 � t �� 4 | t� ������ ���� ��������� ������ ν(G) � ���� ����
�x, y, xϕ, yϕ, u, v, w, z | x2t = 1, (xϕ)2t = 1, y2 = xt, (yϕ)2 = (xϕ)t, [xϕ, yϕ] = (xϕ)2t−2,
[x, yϕ] = u, [x, xϕ] = v, [y, yϕ] = w, [y, xϕ] = u−1z, u2t = 1,
v(2t,2(2t−2),(
t





2 )(2t−2), ux = ux
ϕ
= uv2t−2, z(2t,t,2t−2,2) = 1,
ut = w2 = (u−1z)t, (u−1z)E2t(2t−1,2) = v3t−2, uE2t(2t−1,4) = v12(1−t),
(u−1z)E2t(2t−1,4) = v12(t−1), (v, w, z centrais)�,
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
����� ������ ��������� ��� ����� ���� ��������� �������
[G,Gϕ] = �u, v, w, z | u2t = 1, v(2t,2(2t−2),(t2)(2t−2)) = 1, w4 = 1, [u, w] = [u, z] = [v, z] = 1,
uy = w2 = (u−1z)t, u2t = vt−
(2t−2)2
2 , [z, w] = [v, w] = [u, v] = 1,





2 , uE2t(2t−1,4) = v6
(2−2t)2
2 �.
G ∧G = �u¯ | u¯t = 1�.
� ����� M(G) � ������ �������� ������� � ������ ���� ��� ������ ������� � �������
��� ������ ������� 96− 97�� ��� �������� ��� � ����� ������������
M(G) = �u¯ | u¯ (2t,2t−2)2t t = 1� = 1,
��� u¯ := u
2t
(2t,2t−2)Δ(G)�
�� � ����� τ(G) � ���� ����
τ(G) = �x, y, xϕ, yϕ, u | x2t = 1, (xϕ)2t = 1, y2 = xt, (yϕ)2 = (xϕ)2t, [x, y] = x2t−2,






∼= (C2t × C2t × Ct) ] (C4 × C4),
���� ��������� �������
���� ��������� ������� ��� 2 � t� ������ ���� ��������� �����
�x1, y1, x2, y2, u, v, w, z | x2t1 = 1, x2t2 = 1, y21 = xt1, y22 = xt2, [x1, y1] = x2t−21 , [x2, y2] = x2t−22 ,
[x1, y2] = u, [x1, x2] = v, [y1, y2] = w, [y1, x2] = u
−1z, u2t = 1,
v(2t,2(2t−2)) = 1, w4 = 1, u2t = vt−
(2t−2)2
2 , z(2t,t,2t−2,2) = 1,
uy1 = uy2 = u2t−1v(
2t−1
2 )(2t−2), ux1 = ux2 = uv2t−2, utv2t−2 = w2,
uE2t(2t−1,4) = v3(2−2t)
2





, (v, w, z centrais)�.
����� ������ ��������� ��� ����� ���� ��������� �������
[G,Gϕ] = �u, v, w, z | u2t = 1, v(2t,2(2t−2)) = 1, w4 = 1, utv2t−2 = w2 = (u−1z)tv2−2t,
u2t = vt−
(2t−2)2
2 , [u, z] = [v, w] = [v, z] = [w, z] = [u, v] = [u, w] = 1,
z(2t,t,2t−2,2) = 1, uE2t(2t−1,4) = v3(2−m)
2







�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
G ∧G = �u¯ | u¯t = 1� �
M(G) = �u¯ | u¯ (2t,2t−2)t = 1� = 1, ��� u¯ := u 2t(2t,2t−2)Δ(G)�
��� ��� ���� ��������� �������
τ(G) = �x, y, xϕ, yϕ, u | x2t = 1, (xϕ)2t = 1, y2 = xt, (yϕ)2 = (xϕ)2t, [x, y] = x−2,






∼= (C2t × C2t × Ct) ] (C4 × C4).
������� ������� � ����� ������� ����� G = g(a, b;m, 2,m − 1, 0) �� ������� �����
������ o�(b) = o(b) = 2 �� o�(a) = 1� �� m � ����� � o�(a) = 2� �� m � ����
�� m � ����� ������ ���� ��������� ������ ν(G) � ���� ���
�a, b, aϕ, bϕ, u, v, w, z | am = 1, (aϕ)m = 1, b2 = 1, (bϕ)2 = 1, [a, b] = am−2, [aϕ, bϕ] = (aϕ)m−2,
[a, bϕ] = u, [a, aϕ] = v, [b, bϕ] = w, [b, aϕ] = u−1z, um = 1, w2 = 1,
v(m,m−2) = 1, ua = ua
ϕ





z = 1, (v, w, z centrais)�.
�� ������ ��������� �� ����� ν(G)� �������� �� ��������� ������� ����
[G,Gϕ] = �u, v, w, z | um = 1, v = 1, w2 = 1, z = 1, [u, w] = 1�,
���� ������ ������� � ��������� ������ ����������� 14� �� ������ ������������ ����
�����
G ∧G = �u¯ | u¯m = 1�.
M(G) = �u¯ | u¯(m,m−2) = 1� = 1, ���� u¯ := u m(m,m−2)Δ(G)�
���� ����� ��� ��������� � ����� ν(G) ������ � ����� τ(G) ���� ������������ ��
τ(G) = �a, b, aϕ, bϕ, u | am = 1, (aϕ)m = 1, b2 = 1, (bϕ)2 = 1, [a, b] = a−2, [aϕ, bϕ] = (aϕ)−2,
u = [a, bϕ], um = 1, ua = ua
ϕ
= u, ub = ub
ϕ
= u−1�
∼= C3m ] C22 �
�� m � ��� ������ ���� ��������� ������
�a, b, aϕ, bϕu, v, w, z | am = 1, (aϕ)m = 1, bn = 1, (bϕ)n = 1, [a, b] = am−2, [aϕ, bϕ] = (aϕ)m−2,
[a, bϕ] = u, [a, aϕ] = v, [b, bϕ] = w, [b, aϕ] = u−1z, v(m,2(m−2)) = 1,
w2 = 1, z2 = 1, ua = ua
ϕ





um = 1, (v, w, z centrais)�,
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
� ���� ����� ���� ��������� �������
[G,Gϕ] = �u, v, w, z | um = 1, v(m,2(m−2)) = 1, w2 = 1, z2 = 1, [u, w] = [u, z] = [v, w] = 1,
[u, v] = [v, z] = [w, z] = 1�,
���� ����� ���� ��������� ��� ������ ������� � ��������� ������ ����������� 14�� ����
������
G ∧G = �u¯ | u¯m = 1�.
M(G) = �u¯ | u¯2 = 1�.
� ��� ���
τ(G) = �a, b, aϕ, bϕ, u | am = 1, (aϕ)m = 1, b2 = 1, (bϕ)2 = 1, [a, b] = a−2, [aϕ, bϕ] = (aϕ)−2,
u = [a, bϕ], um = 1, ua = ua
ϕ
= u, ub = ub
ϕ
= u−1�
∼= C3m ] C22 �
������� ������� � ����� ������������ ��� ����� �������� G = g(x, y; 2t−1, 2, 2t−2 − 1, 0)
������ o�(y) = o(y) = o�(x) = 2� ���� ���� t > 3�
���� ��������� ������ ��� ������������ ���� � ����� ν(G) � ���� ����
�x, y, xϕ, yϕ, u, v, w, z | x2t−1 = 1, (xϕ)2t−1 = 1, y2 = 1, (yϕ)2 = 1, [x, y] = x2t−2−2, u2t−1 = 1,
[x, yϕ] = u, [xϕ, yϕ] = (xϕ)2
t−2−2, [x, xϕ] = v, [y, xϕ] = u−1z,
[yϕ, yϕ] = w, v(2



















2 , (v, w, z centrais)�,
���������� ���� ��������� ������� ������
[G,Gϕ] = �u, v, w, z | u2t−1 = 1, v(2t−1,2(2t−2−2)) = 1, u2t−2 = v (2−2
t−2)2





2 , [u, w] = [u, z] = [v, w] = [v, z] = 1,
[u, v] = [w, z] = 1�.
G ∧G = �u¯ | u¯2t−1 = 1�.
M(G) = �u¯ | u¯(2t−1,2t−2) = 1�.
�� ���� ��������� ���� ��������� �������
τ(G) = �x, y, xϕ, yϕ, u | x2t−1 = 1, (xϕ)2t−1 = 1, y2 = 1, (yϕ)2 = 1, u2t−1 = 1�
∼= C32t−1 ] C22 .
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
������� ������� ��������� G = g(a, b; 16, 2, 15, 8) �� ����� �������� ��������� ����
o�(a) = 2� o(b) = 4 � o�(b) = 2� ��� � ����� �� ��� ����� ����� �������� �� ������ ��
�������� ������� �� �������� ��������� ��� ���������
�������������� ������������ ��� ������������ ����������� ���� G�
gap > f := FreeGroup(2); ;
gap > x := f.1; ; y := f.2; ;
gap > R := [x16, y2/x8, xy/x15]; ;
gap > h := f/R; ; �������� �� �����
gap > j := Image(IsomorphismPcGroup(h)); ;
gap > g := Image(IsomorphismPcpGroup(j)); ��������� ��� ����� � ����� �����������
gap > nag := NonAbelianTensorSquare(g); ������� �� �������� ��������� ��� ��������
Pcp− group with orders [2, 2, 2, 2, 2, 4]
gap > neg := NonAbelianExteriorSquare(g); ������� �� �������� ��������
Pcp− group with orders [2, 2, 2]
gap > delta := Kernel(NonAbelianTensorSquareEpimorphism(g)); ����� Δ(g)
Pcp− group with orders [2, 2, 2, 4]
gap > alpha := NonAbelianTensorSquareEpimorphism(g); ;
gap > gamma := Range(alpha)!.epimorphism; ;
gap > mu := Kernel(alpha ∗ gamma); ����� µ(g)
Pcp− group with orders [2, 2, 4]
gap > IsomorphismGroups(delta, mu);
[g14, g15, g16]− > [g14, g15, g16]
gap > AbelianInvariantsMultiplier(g); ����� M(g)
[ ]
gap > nug := NonAbelianTensorSquarePlus(g); ����� ν(g)
Pcp− group with orders [2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 4]
gap > AbelianInvariants(nug);
[2, 2, 2, 2]
���� ���������� � ���� �� ��� � ���������� ���� ���� ��� �� ����� Δ(G) ��� ��
����������� ��������� � ��� �� ������ �������� ��� ��������� ���������� ������������
������ ����� � ������ �� �������� �������� �� ����� ν(G)�
gap > f := FreeGroup(4); ;
gap > a := f.1; ; b := f.2; ; x := f.3; ; y := f.4; ;
gap > rel := [a16, ab/a15, x16, xy/x15, b2/a8, y2/x8, Comm(x, a)a/Comm(xx, aa),
> Comm(x, a)x/Comm(xx, aa), Comm(x, a)b/Comm(xy, ab),
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
> Comm(x, a)y/Comm(xy, ab), Comm(x, b)a/Comm(xx, ba),
> Comm(x, b)b/Comm(xy, bb), Comm(x, b)x/Comm(xx, ba),
> Comm(x, b)y/Comm(xy, bb), Comm(y, a)a/Comm(yx, aa),
> Comm(y, a)b/Comm(yy, ab), Comm(y, a)x/Comm(yx, aa),
> Comm(y, a)y/Comm(yy, ab), Comm(y, b)a/Comm(yx, ba),
> Comm(y, b)b/Comm(yy, bb), Comm(y, b)x/Comm(yx, ba),
> Comm(y, b)y/Comm(yy, bb) ]; ;
gap > g := f/rel; ;
gap > AbelianInvariants(g);
[2, 2, 2, 2]
gap > Order(Comm(g.1, g.3));
8
gap > Order(Comm(g.2, g.4));
8
gap > Order(Comm(g.1, g.4) ∗ Comm(g.2, g.3));
4








2[s, r − 1]
(m, s)
,
n[s, r − 1]2
(m, s)2
, r − 1, Em(r, o(b))
�
= 2.
� ������ �� ������� ����� �� ������� �� ������� ��� ������������ ���� � �����
ν(G)� ���������� ������ ��� � ����� �������� A ����� ������� � �������� �� �����
[G,Gϕ]�
���� A � ����� ��� � �������� ������������
�u, v, w, z | u16 = 1, v4 = 1, w4 = 1, z2 = 1, u8 = w2, (u−1z)8 = w2, u16 = v−90,
(u−1z)16 = v106, u3616 = v−588, (u−1z)3616 = v588,
[u, v] = [u, w] = [u, z] = [v, w] = [v, z] = [w, z] = 1�.
����� f : G → Aut(A) ���� �� ������� � �� ��� ������� ��� ��� � ����� H�
�������� �� A ��� G� ���� � �������� �������������
�a, b, u, v, w, z | a16 = 1, b2 = a8, [a, b] = a14, [a, bϕ] = u, [a, aϕ] = v, [b, aϕ] = u−1z, u16 = 1,
bϕ, bϕ] = w, v4 = 1, w4 = 1, z2 = 1, ua = uv14, ub = u15v14(
15
2 ), u16 = v−90,
u8 = w2, (u−1z)8 = w2, (u−1z)16 = v106, u3616 = v−588, (u−1z)3616 = v588,
(v, w, z centrais)�.
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
��� ��� � ������ �� ���������� � : Gϕ → Aut(H)� �������� �� f � ����� ��� ��������
K �� H ��� Gϕ ���� ����
�a, b, aϕ, bϕ, u, v, w, z | a16 = 1, (aϕ)16 = 1, b2 = a8, (bϕ)2 = (aϕ)8, [a, b] = a14, [aϕ, bϕ] = (aϕ)14,
[a, bϕ] = u, [a, aϕ] = v, [b, aϕ] = u−1z, [bϕ, bϕ] = w, u16 = 1, u16 = v−90,
v4 = 1, w4 = 1, z2 = 1, ua = ua
ϕ
= uv14, ub = ub
ϕ
= u15v1470, u8 = w2,
(u−1z)8 = w2, (u−1z)16 = v106, u3616 = v−588, (u−1z)3616 = v588,
(v, w, z centrais)�,
��� �������� ��� � �������� �� ����� ν(G) �� ��������� ������ ���� (iii)�
���� ��������� ������������ � ���������� ��������������� ����� � ����� A � � �����
[G,Gϕ]�
gap > f := FreeGroup(4);
gap > u := f.1; ; v := f.2; ; w := f.3; ; z := f.4; ;
gap > r := [u16, v4, w4, z2, u8/w2, w2/(u−1 ∗ z)8, u16/v−90, (u−1 ∗ z)16/v106, u3616/v−588,
(u−1 ∗ z)3616/v588, Comm(u, v), Comm(u, w), Comm(u, z), Comm(v, w), Comm(v, z), Comm(w, z)]; ;
gap > nagg := f/r; ;
gap > IsomorphismGroups(nagg, nag);
[f.1−4 ∗ f.25 ∗ f.3−5 ∗ f.45, f.1−4 ∗ f.24 ∗ f.3−3 ∗ f.43, f.4, f.1−1 ∗ f.2 ∗ f.3−1 ∗ f.4]− >
[g.13 ∗ g.14 ∗ g.15 ∗ g.16 ∗ g.18, g.13 ∗ g.15 ∗ g.163 ∗ g.18, g.13 ∗ g.16 ∗ g.18,
g.11 ∗ g.14 ∗ g.15 ∗ g.163 ∗ g.19]�
���� ������ ������� ������ ������������� ����� �� ������������� ��� ������ ν(G)
� [G,Gϕ] ���� G = g(a, b; 16, 2, 15, 8)� ���� �������� �� ������ ������ �� ����� ν(G)� �
�������� � �����������
��� ������ ������������ ��������
���� ������ �� ����� ��������� ������� ��� ���������� ������� �� �������� 2 �
�������� ��� ������ ������������ ��������� G = g(a, b;m,n, r)� ��� �������� � ��� ���
������������ ���� � ����� ν(G) � ������ �� ������� �� ��� ���� ���� �� ������ ���
��������� [a, bϕ]� [a, aϕ]� [b, bϕ] [a, bϕ][b, aϕ] � �� �������� ����� ���� �� ν(G)� � ���� ��
����� G ��� ��� �������� ������� ������� ��� � ���� ������������ ���� � �������� �������
����������� ���� ���������� ���� ����� � ����� ν(G)� ���������� ��� �� ����������� ���
��������� �� G ����� � ��� ��������� ���� ������������� ����������� ������������� ����
���� ������ ��������� [G,Gϕ]� G∧G� µ(G) �M(G)� ��� ���� � ����� τ(G) = ν(G)/Δ(G)�
��� ����� ��� ������ �� �������� ������
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
����� ���� �� ������ ��� ��������� �� �� �������� ������� �� �������� ��������� ���
�������� ���� �� ����� ����������� �������� ��� ��������� ����� ���������� ��� �������
� ����� ����� ����������� ���� � ���������� ��� �������� 4.3 � 4.4 �� ������ �� ���
��������� ������� � ����� ������ ��� ������ �� �������� ������� ����������� ������
����� ���� �������� ������ � ������� ��� ��� � ��� ����������� � ���� ��������� �� �����
��� �� ���� ������ ��� ��������� �� G⊗G� ���� ���������� ���� ����� �� ������ G∧G�
µ(G) � M(G)� ����� ������ ���� �� �������� �� ������ ������ � ������ �� ������������
�� ����� ν(G)� ������� � ����� ���� � ���� �� ��� � ����� G � ��������� ���� ���
����������� ��� ������� � ������
���������� ������ ���� G = g(a, b;m,n, r) �� ����� ����������� ��������
(1) �� G = g(a, b;m, 0, r)� ������
(i) [a, aϕ] ��� ����� ��������� (m, 2(r − 1))�
(ii) [b, bϕ] ��� ����� ��������
(iii) [a, bϕ][b, aϕ] ��� ����� ��������� (m, r − 1)�
(iv) [a, bϕ] ��� ����� ��������� m�
(2) �� G = g(a, b; 0, n,−1)� ������
(i) [a, aϕ] ��� ����� ��������� (n, 4)�
(ii) [b, bϕ] ��� ����� ��������� n�
(iii) [a, bϕ][b, aϕ] ��� ����� ��������� 2�
(iv) [a, bϕ] ��� ����� ��������
(3) �� G = g(a, b; 0, n, 1) � ��������� n > 0� ������
(i) [a, aϕ] ��� ����� ��������
(ii) [b, bϕ] ��� ����� ��������� n�
(iii) [a, bϕ][b, aϕ] ��� ����� ��������� n�
(iv) [a, bϕ] ��� ����� ��������� n�
������������� (1) ��������� G = g(a, b;m, 0, r)� ���� ���� ������ ������� ��� o�(a) =
(m, r − 1) � o�(b) = o(b) � ��������
(i) � ���� ������ (vi) ��� ������� ��� o([a, aϕ]) | (o�(a)2, 2o�(a))� ����
1 = [am, aϕ] = [a, (am)ϕ] = [a, aϕ]m
����� ��� [a, aϕ] ��� ����� ��������� (m, 2(r − 1), (r − 1)2)� ��� ����� �����
[a, aϕ]r
2
= [ar, (ar)ϕ] = [ab, (ab)ϕ] = [a, aϕ]b = [a, aϕ].
�� ����� [a, aϕ]1−r
2
= 1� ���� (r − 1)2 + 1 − r2 = −2r + 2 = 2(1 − r)� ����� ��� [a, aϕ]
��� ����� ��������� (m, 2(r − 1))�
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
(ii) ����� �� ���� �� o�(b) ��� ��� ������ ���� ���� ������ (vi)�
(iii) � ���� �� ����� o(a) = m � ����� ��
1 = [am, bϕ] = [a, bϕ]m[a, aϕ](
m
2 )(r−1)




���� �� m � ���� � �������� �� r − 1 ��� ���� �� m− 1 � ����
(iv) ���� ���� ������ (v)� ����� ��� [a, bϕ][b, aϕ] ��� ����� ��������� (o�(a), o�(b)) =
(m, r − 1)� �� ��� o�(b) � ��������
(2) ������� ��� G = g(a, b; 0, n,−1)�
���� ������� ������ ����� ��� n � ���� �� ���� ���� ������ o�(a) = (0, r − 1) = 2
� o�(b) = o(b) = n�
(i) ������� ��� [a, aϕ] ��� ����� ������� (o�(a)2, 2o�(a)) = 4� ���� ���� ������ (vi)�
��� ����� �����



























(ii) �� ���� ������ (vi)� ����� ��� o([b, bϕ]) | (2n, n2) = 2n� ���� o�(b) = n � n � ����
��� ����� �����
1 = [bn, bϕ] = [b, bϕ]n,
�� ��� o(b) = n� ��������� ����� ��� o([b, bϕ]) | (n, 2n) = n� ���� ��������� �����������
(iii) �������� ��� ������������ ��� ������ k ∈ Z+ ��� ��� [a, bϕ]k = 1� ������ ����
��������� ��������� ρ� : [G,Gϕ] −→ G�� ����� ���
1 = ρ�([a, bϕ]k) = ρ�([a, bϕ])k = [a, b]k
� ��� � �� ������� ���� G� � �������� � ���� �� 1 = [a, (bϕ)n] ��� ��������� �� �����
�� [a, bϕ]� ���� ���� ��� ����� �� ������� (3.14) �� ���� (2)(i) ��� ��
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
(iv) ���� ���� ������ (v)� ����� ��� o([a, bϕ][b, aϕ]) | (o�(a), o�(b)) = 2� ���� n � ����
(3) �� G = g(a, b; 0, n, 1) � ��������� ����� o�(a) ������� � o�(b) = o(b) = n� n ≥ 0�
(ii) �� ���� (v) �� ���� ������� ����� ��� [b, bϕ] ��� ����� ��������� (2n, n2)� ���
����� �����
1 = [bn, bϕ] = [b, bϕ]n
� �������� �� o([b, bϕ]) | n�
(iii) ���� ���� (iv) �� ���� ������ ����� ���





���� E0(1, n) = n� ��������� ����� � ����������
(iv) ���� ��������� ���� ���� ������ (v)� ����� ��� [a, bϕ][b, aϕ] ��� ����� ���������
(o�(a), o�(b)) = n�
� ������ �� ������������ �� ����� ���� �� ������ ��� ��������� �� �� �������� �������
���� � ����� [G,Gϕ] ������ G � �� ����� ����������� �������� � �������� ���������� ���
��� ������� �������� ����� ��������� ��� ��������� �� ������ ���� ��� �� �� ��������
��� ��� ��� � ����� G � ������ �������� ���� � ������� �� ���������� ������ �������
����� � ������ ��� ������������ ���� � ����� ν(G) ������ G � �� ����� �����������
��������
������� � ���� G = g(x1, y1;m,n, r) �� ����� ����������� ��������
(1) ������� ��� m > 1� n = 0 � r �= 1� ����� ��� ������������ ���� � ����� ν(G) ��
�x1, y1, x2, y2, u, v, w, z | xm1 = 1, xm2 = 1, [x1, y1] = xr−11 , [x2, y2] = xr−12 , [x1, y2] = u,
[x1, x2] = v, [y1, y2] = w, [y1, x2] = u
−1z, um = 1, v(m,2(r−1)) = 1,
z(m,r−1) = 1, ux1 = ux2 = u, uy1 = uy2 = urv(
r
2)(r−1),
(v, w, z centrais)�.
(2) ������� ��� m = 0� n > 1 � r = −1� ����� ��� ������������ ���� � ����� ν(G) ��
�x1, y1, x2, y2, u, v, w, z | yn1 = 1, yn2 = 1, [x1, y1] = x−21 , [x2, y2] = x−22 , [x1, y2] = u,
[x1, x2] = v, [y1, y2] = w, [y1, x2] = u
−1z, v(n,4) = 1, wn = 1, z2 = 1,
ux1 = ux2 = uv−2, uy1 = uy2 = u−1v−2 (v, w, z centrais)�.
(3) ������� ��� m = n = 0 � r = 1� ����� ��� ������������ ���� � ����� ν(G) ��
�x1, y1, x2, y2, u, v, w, z | yn1 = 1, yn2 = 1, [x1, y1] = 1, [x2, y2] = 1, [x1, y2] = u, [x1, x2] = v,
[y1, y2] = w, [y1, x2] = u
−1z, un = 1, zn = 1, wn = 1,
(u, v, w, z centrais)�.
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
������������� ���������� ��� ��������� ��� � ����� ν(G) � ��� � ���� ����������
�� M1 ���� ���� ������������ �� ���� (i)� ���� ����� �������� � ��������� �� ν(G) =
(Υ(G) G) Gϕ �������� ���������� ����� (ii) ���� G ∼= �a, b� � Gϕ ∼= �aϕ, bϕ��
� ����� Υ(G) � �������� ������ ����� ��������� [a, bϕ]� [a, aϕ]� [b, bϕ] � [a, bϕ][b, aϕ]�
������ ���� ���������� ����� ������� 96�� ����� ��� Υ(G) � ��� � ���� ����������
�� ����� �������� A ������� ���
�u, v, w, z | um = 1, v(m,2(r−1)) = 1, z(m,r−1) = 1, [u, v] = [u, w] = [u, z] = [v, w] = 1
[v, z] = [w, z] = 1�.
�� �������� �� M1 ��� ����� � ���������� � ��������� f : G → Aut(A) ������� ���
���������� ������
a �→ af : A→ A
u �→ (u)af := uv(r−1)
v �→ (v)af := v
w �→ (w)af := w
z �→ (z)af := z
b �→ bf : A→ A
u �→ (u)bf := urv(r2)(r−1)
v �→ (v)bf := v
w �→ (w)bf := w
z �→ (z)f := z
�������� �� � ��������� f ��������� �� ����������� �� G �� Aut(A)�
����� ����������� 3 ������ ���� � ������������ �� �������� ��
����� �� af � bf �� �������� � ������������ �� A�
���������� ������� ��� �� ���������� af � bf ��������� �� �������� �� A�
�� ���������� af � bf ���� �� ��������� v� w � z� ����� ������ � ��������� ��������





2))z ���� � ��������� bf � ��������� ��� [u, v] = [u, w] = [u, z] =
[v, z] = [v, w] = [w, z] = 1 �� A�
���� af �
(uvr−1)m = umvm(r−1) = 1.�
(uvr−1)−1z
�m
= u−mv−m(r−1)zm = 1,

















����� ���� ����� �� ������������ ����������� ������� af � bf �� �������� � �����
�������� �� A�
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
����� �� af � bf ��� ������������ �� A�
� ���� �� ����� A ��� ����������� �������� ������� ��� ��� ��� � ��������� ��������
��� af � bf ��� ��� ������� ������� 14��
����� ����� �������� ���
�(u)af , v, w, z� = A = �(u)bf , v, w, z�,
��� ��� ��� �� ������������ af � bf ���� v, w � z�
���� �(u)af , v� = �uvr−1, v�� ���� �������� �� ��������� af �� �uvr−1, v� = �u, v��
����� ��� u = uv(r−1)v−(r−1)� � �������� ��� A = �(u)af , v, w, z��
��� ����� ����� ����� (u)bf = urv(r−1)(
r
2) ��� m � r ������� ������������� ��� ���









�� ��� �������� �� ���� ��������� ����� ��� A = �(u)bf , v, w, z��
��������� af � bf ��� ������������ �� A�
����� �� af � bf ���������� �� �������� �� G�
� ��������� �������� af � bf �������� �� u ∈ A� ��� ��� ��� ����� ���������� ����
v, w � z�
(u)[af ]2 = (uvr−1)af =af auto. (u)a
f (vr−1)af = uv2(r−1),
(u)[af ]3 = (uv2(r−1))af =af auto. (u)a
f (v2(r−1))af = uv3(r−1).
��������������
(u)[af ]α = uvα(r−1),
���� �������� α ∈ N� �� ����������� ���� α = m� � ���������� (u)[af ]m = uvm(r−1) = u
� ����� ��
[af ]m = IdA.
(u)[bf ]2 = (urv(r−1)(
r









































�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
���� �������� β ∈ N�
� ��������� (u)[bf ]−1 = ur
o(b)−1
������ ���� b−1 = bo(b)−1� ����












































(rEm(r, o(b)− 1) + 1) + r
�












(ro(b) − 1) + r(r − 1).
��� n | o(b) � rn ≡ 1 (mod m)� �� �����
(u)[(bf )−1 ◦ af ◦ bf ] = urvr(r−1) = (uvr−1)r = (u)[af ]r.
����� [[bf
−1
] ◦ af ◦ bf ] = [af ]r�
����� ������ ������� �� ��� af � bf ���������� �� �������� �� G� �� �����




] ◦ af ◦ bf
�
= [af ]r.
�� ������ �� �� � � � ����� �� ������������ ����������� ������ ��� �������� ��� �
��������� f �� ������� � �� ����������� �� G ���� Aut(A)� ���� ��������� ����������
������� ����� ������ � ������� ���������� H = A �f G ���� ������������ � ����
����
H = �a, b, u, v, w, z | am = 1, [a, b] = ar−1, um = 1, v(m,2(r−1)) = 1, z(m,r−1) = 1, ua = uvr−1,
[u, v] = [u, w] = [u, z] = [v, w] = [v, z] = [w, z] = 1, ub = urv(r−1)(
r
2),
(v, w, z centrais)�,
��������� ���� ���������� �������
� ���� f �� G ����� A ����� ��� ��������� � : Gϕ → Aut(H) ���� ����
��
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
aϕ �→ aϕ� : H → H
a �→ (a)aϕ� := av
b �→ (b)aϕ� := b(u−1z)
u �→ (u)aϕ� := uv(r−1)
v �→ (v)aϕ� := v
w �→ (w)aϕ� := w
z �→ (z)aϕ� := z
bϕ �→ bϕ� : H → H
a �→ (a)bϕ� := au
b �→ (b)bϕ� := bw
u �→ (u)bϕ� := urv(r−1)(r2)
v �→ (v)bϕ� := v
w �→ (w)bϕ� := w
z �→ (z)bϕ� := z
�������� �� � ��������� � ��������� �� ����������� �� Gϕ �� Aut(H)�
��� � ����� ������� ���� ����� �� ������������ �� �������� �� ����� �����������
3 ������ ���� � ������������ �� �������� ��
����� �� aϕ� � bϕ� �� �������� � ������������ �� H�
���� ����� ������� ������� ��� aϕ� � bϕ� ��������� �� �������� �� H�
���� �� ���������� aϕ� � bϕ� ���� v� w � z �� H� ������� �������� ��� �� �������� ��
H ��� ����������� ���� �� ��������� av� b(u−1z)� uvr−1 � u−1v−(r−1)z �� H� ��� ���������
aϕ� �� ���� �� ��������� au� bw� urv(r−1) � u−rv−(r−1)(
r
2) ��� ��������� bϕ�� ������� ���
[u, v] = [u, w] = [u, z] = [v, w] = [v, z] = [w, z] = 1 �� H�
���� aϕ��












v1−r� ���� r(r − 1) + 1 =
(r − 1)(r − 1) + r� ��������� (av)bu−1z = arvr(r−1)+1 = arvr = (av)r�
��� ���
(uvr−1)av = uavr−1 = (uvr−1)vr−1
(uvr−1)b(u





�� ��� r − 1 = r(r − 1)− (r − 1)2�
��� �������� ���������� uvr−1 � u−1v−(r−1)z �� H�
(uvr−1)m = vm(r−1)um = 1.�
(uvr−1)−1z
�m
= v−m(r−1)u−mzm = 1.
���� bf �
(au)m = umam = 1.
���
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
�� �������
[(au)bw]2 = [(arub)]2 = [arurv(r−1)(
r
2)]2 = u2ra2r = [(au)r]2,




































����� ���� ����� �� ������������ ����������� ������� aϕ� � bϕ� �� �������� � �����
�������� �� H�
����� �� aϕ� � bϕ� ��� ������������ �� H�
���� ������� ��� ����� ������������ ��� ������������� ������� �������� ���
�(a)aϕ�, (b)aϕ�, (u)aϕ�, v, w, z� = H = �(a)bϕ�, (b)bϕ�, (u)bϕ�, v, w, z�,
�� ��� �� ������������ aϕ� � bϕ� ���� v, w � z�
������� ��� �(u)aϕ�, v� = �uvr−1, v�� ���� �������� �� ��������� aϕ� �� �uvr−1, v� =
�u, v�� ��� ��� ��� u = uv(r−1)v−(r−1)� ��� �� ���������� ����������� �������
�(a)aϕ�, (b)aϕ�, (u)aϕ�, v, w, z� = �a, b, u, v, w, z�,
���� (a)aϕ� = av� (b)aϕ� = b(u−1z)� ����� H = �(a)aϕ�, (b)aϕ�, (u)aϕ�, v, w, z��
��� ����� ����� ���� (u)bϕ� = urv(r−1)(
r
2) ��� (m, r) = 1� ������� �������� λ � µ ����









�� ��� �������� �� ���� ��������� ������� �(u)bϕ�, v, w, z� = �u, v, w, z�� ����������
�(a)bϕ�, (b)bϕ�, (u)bϕ�, v, w, z� = H� ����� ��� a = auu−1� b = bww−1�
���
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
����� aϕ� � bϕ� ��� ��� ������� �� H� ��� ��� ��� bϕ� ����� �� ����������� �
��� � ���� �au, bw, urv(r−1)(r2), v, w, z� ≤ H ���� H�
� ����� H = A�G � �� ����� �������� ��� ������������ ���������� ����������� �
�������� ������������ ���� ����� ������� 14�� ����� ��� �� ��� ������� aϕ� � bϕ� �� H
��� ������������ �� H�
����� �� aϕ� � bϕ� ���������� �� �������� �� Gϕ�
���� ����� ������ �������� aϕ� � bϕ� �������� �� a, b � u ∈ H� ��� ��� ��� �����
���������� ���� v, w � z�
(u)[aϕ�]2 = (uvr−1)aϕ� =aϕ� auto. (u)aϕ�(vr−1)aϕ� = uv2(r−1),
(u)[aϕ�]3 = (uv2(r−1))aϕ� =aϕ� auto. (u)aϕ�(v2(r−1))aϕ� = uv3(r−1).
��������������
(u)[aϕ�]α = uvα(r−1),
���� �������� α ∈ N�
(a)[aϕ�]2 = (av)aϕ� =aϕ� auto. (a)a
ϕ�(v)aϕ� = av2,




���� �������� α ∈ N�
(b)[aϕ�]2 = (bu−1z)aϕ� =aϕ� auto. (b)aϕ�(u−1)aϕ�(z)aϕ� = bu−1zu−1zv−(r−1)
= b(u−1z)2v−(r−1),
(b)[aϕ�]3 = (b(u−1z)2v−(r−1))aϕ� =aϕ� auto. (b)aϕ�(u−2)aϕ�(z2)aϕ�(v−(r−1))aϕ�
= bu−1z(uv(r−1))−2z2v−(r−1)
= b(u−1z)3v−3(r−1),








�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
���� �������� α ∈ N�
(u)[bϕ�]2 = (urv(r−1)(
r






































���� �������� β ∈ N�






























































































���� �������� β ∈ N�
(b)[bϕ�]2 = (bw)bϕ� =bϕ� auto. (b)b
ϕ�(w)bϕ� = bw2
���
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G




���� �������� β ∈ N�
�� ����������� ���� α = m� ������� �� ��������� �����������
(u)[aϕ�]m = uvm(r−1) = u
(a)[aϕ�]m = avm = a
(b)[aϕ�]m = b(u−1z)mv−m(r−1) = b,
�� ����� [aϕ�]m = IdH �
���� ��������� ���� bo(b)−1 = b−1� ����� �� ��������� ������������




















� ������� ���� �� ������� ��� ��������
(a)[bϕ�]o(b)−1 ◦ [aϕ�] ◦ [bϕ�] = (a)[aϕ�]r
(b)[bϕ�]o(b)−1 ◦ [aϕ�] ◦ [bϕ�] = (b)[aϕ�]r
� ��������
����� ������ ������� �� ��� aϕ� � bϕ� ���������� �� �������� �� Gϕ� �� �����
[aϕ�]m = IdH , [b
ϕ�]−1 ◦ [aϕ�] ◦ [bϕ�] = [aϕ�]r.
�� ������ �� �� � � � ����� �� ������������ ����������� ������ ��� �������� ��� �
��������� � �� ������� � �� ����������� �� Gϕ ���� Aut(H)� ���� ��������� ����������
����� ��� ����������� �� ������� � ������� ���������� �� H ��� Gϕ ���� ���
K = H �� Gϕ = (A�f G)�� Gϕ.
���� ������������� ��������� ���� ���������� ������� � ���� ����
K = �a, b, u, v, w, z, aϕ, bϕ | am = 1, [a, b] = ar−1, (aϕ)m = 1, [aϕ, bϕ] = (aϕ)r−1, um = 1,


























= z, (v, w, z centrais)�.
���
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
����� ������������ ���������� ��� �� ����� �� G ����� � �������� ��������
�u, v, w, z� � � ����� ��� ������ �� Gϕ�
����� ������ �������� a ��� x1� b ��� y1� a
ϕ ��� x2 � b
ϕ ��� y2� ������� �� ��� K
������ ������������ � ����� ������������ �� ����� M1� ���������������� ������� �
���������� K ∼= M1�
������ �� ����� �� G ����� A � �� Gϕ ����� H = A �f G ��� ������ � ����� K
��������� ���������������� �� ����� �� G ����� G⊗G ∼= [G,Gϕ] ��������� ����������
����� (i)� � �� G ����� (G⊗G)�G� �� ����� ������ � ����� ν(G) = ( [G,Gϕ] G) Gϕ ∼=
((G⊗G)�G) � G� ��� ������������ � ���� ��� ������ A � [G,Gϕ] ∼= G ⊗ G �����
�� ��� ������ �� K ����� ν(G)�
����������������� � ��������� φ : M1 → ν(G) ���� ��� x1 �→ a� y1 �→ b� x2 �→ aϕ �
y2 �→ bϕ ����� �� ��� ������ �� M1 ����� ν(G)�
��������������� � ��������� ψ : ν(G) → M1 ��� ������� a �→ x1� b �→ y1� aϕ �→ x2 �
bϕ �→ y2 �������� �� �������� �� ν(G)� �� ��� ������������ ���� ���� ������� �������
���� ����� �� �������� �� ���������� ����������� �� ���� �����
[a, bϕ]a = [a, bϕ]a
ϕ
= [a, bϕ][a, aϕ](r−1),
[a, bϕ]b = [a, bϕ]b
ϕ
= [a, bϕ]r[a, aϕ](r−1)(
r
2),
[a, aϕ]a = [a, aϕ]a
ϕ
= [a, aϕ]b = [a, aϕ]b
ϕ
= [a, aϕ],
[b, bϕ]a = [b, bϕ]a
ϕ
= [b, bϕ]b = [b, bϕ]b
ϕ
= [b, bϕ],
[b, aϕ]a = [b, aϕ]a
ϕ
= [b, aϕ][a, aϕ]−(r−1),
[b, aϕ]b = [b, aϕ]b
ϕ
= [b, aϕ]r[a, aϕ]−(r−1)(
r
2),
��� ����� �������� �� �������� ���������� �� M1� �������� ���������� ������
���� � �� ��� ������� φ � ψ ������� �������� � �������� � ������ φ ◦ ψ = Id �
ψ ◦ φ = Id� ��������� ������� � ���������� ν(G) ∼= M1�
� ������������ �� ��� �� ������������� ��� ����� (ii) � (iii) ��������� � ����� ν(G)
���� �� ����������� ������ ������������ �������� G ����� �� ������� ������� � ��� ����
����������� � ������� ��
���� ����� �������������� � ���������� ����� ����� ����� �������� �� � ������ �� �����
ν(G) ���������� �� ������� �� ���������� ��� ������� � �������� ��������� ���� ����
��� �� ������ ������ �� ����� ν(G)� �� ������� ��� Δ(G) � µ(G) ��� �������� �� ν(G)�
[G,Gϕ] � ��������� M(G) � G ∧G ��� �������� ���� G� � �������� ���� ���� ��� ���������
��� ������� � ����� ���� ����� � ����� τ(G) = ν(G)/Δ(G) ���� ������� � ����������
���
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
�� ��������� � ������� ����� ��� ������������ ���� �� ������ [G,Gϕ]� G ∧G� µ(G)
� M(G)� ������ ���� ������ ��������� �� ����� ν(G)� ��������� ����� ���������� �������
�� ����� � ����� ��� � ����� ������ ������ �������� ���������� ��� ������������ ���� �
����� τ(G) ��� ��������� ν(G)/Δ(G)�
��������� ������ ���� G = g(a, b;m,n, r) �� ����� ����������� ��������
(1) �� m �= 0� n = 0� r �= 1� ������
(i) [G,Gϕ] = �u, v, w, z | um = 1, v(m,2(r−1)) = 1, z(m,r−1) = 1, [u, v] = [u, w] = [u, z] = 1,
[v, w] = [v, z] = [w, z] = 1�.
(ii) G ∧G = �u¯ | u¯m = 1�, ���� u¯ := uΔ(G)�
(iii) M(G) = �u¯ | u¯(m,r−1) = 1�, ���� u¯ := u m(m,r−1)Δ(G)�
(2) �� m = 0� n ≥ 0 � r = −1� ������
(i) [G,Gϕ] = �u, v, w, z | v(n,4) = 1, wn = 1, z2 = 1, [u, v] = [v, w] = [u, w] = [u, z] = [v, z] = 1,
[w, z] = 1�.
(ii) G ∧G = �u¯�, ���� u¯ := uΔ(G)�
(iii) M(G) = 1.
(3) �� G = g(a, b; 0, n, 1)� n > 0 � ���� ������
(i) [G,Gϕ] = �u, v, w, z | un = 1, wn = 1, zn = 1, [w, z] = [v, w] = [u, v] = [u, w] = [u, z] = 1,
[v, z] = 1�.
(ii) G ∧G = �u¯ | u¯n = 1�, ���� u¯ := uΔ(G)�
(iii) M(G) = �u¯ | u¯n = 1�� ���� u¯ := uΔ(G)�
������������� � ������������ ���� ����� ������ ���� � ���� (1)� �� ������ ������ ��
������� ��������
���� A �� ����� �������� ���� ���
�u, v, w, z | um = 1, v(m,2(r−1)) = 1, z(m,r−1) = 1, [u, v] = 1, [u, w] = 1, [u, z] = 1,
[v, w] = 1, [v, z] = 1, [w, z] = 1�.
� ������� � � �� �������� ����� �� ��������� �� [G,Gϕ] ���������� ���� ���� �����
����������� � ��� ������ ����� A � [G,Gϕ] ∼= G ⊗ G� ��� ������������ ������� �� �
��� ������ �� M1 ����� ν(G)�
���
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
��� ��� ������������ � ���������� ����� M1 � ν(G)� ���� ������� ��������� �� �����
ν(G)� ����� � ���������� ����� � ����� A� �������� �� M1� � [G,G
ϕ]�
� ������������ ��� ����� G∧G � �������� �� ������������ �� ����� [G,Gϕ] ������
Δ(G)� ����� ��� G ∧G � �������� �� ��������� [G,Gϕ]/Δ(G)�
��� ��� ��������� � ����� �� ����� G ∧G � ����� G� �� ����� ������� �������� ��
��������� �� G ∧G ��� M(G) ����� ���
|M(G)| = mm
(m,r−1)
= (m, r − 1),
���� |G�| = m
(m, r − 1) �
���� ���� � ��������� ��������� �� ������� ������������� ���� ����� ν(G)/Δ(G)�
��������� ������ ���� G = g(x1, y1;m,n, r) �� ����� ����������� ��������
(1) �� m �= 0� n = 0 � r �= 1� ������
τ(G) = �x1, y1, x2, y2, u | xm1 = 1, (x2)m = 1, [x1, y1] = xr−11 , [x2, y2] = xr−12 , um = 1,
[x1, y2] = u, u
x1 = ux2 = u, uy1 = uy2 = ur�
∼= (Cm × Cm × Cm)� (C∞ × C∞).
(2) �� m = 0� n �= 0 � r = −1� ������
τ(G) = �x1, y1, x2, y2, u | yn1 = 1, yn2 = 1, [x1, y1] = xr−11 , [x2, y2] = xr−12 ,
[x1, y2] = u, u
x1 = ux2 = u, uy1 = uy2 = ur�
∼= (C∞ × C∞ × C∞)� (Cn × Cn).
(3) �� m = 0� n > 0 � r = 1� ������
τ(G) = �x1, y1, x2, y2, u | yn1 = 1, yn2 = 1, [x1, y1] = 1, [x2, y2] = 1, un = 1,
[x1, y2] = u, u
x1 = ux2 = u, uy1 = uy2 = u�
∼= C∞ × C∞ × Cn × Cn × Cn.
������������� ����� H = �a, aϕ, u� � K = �b, bϕ� ��������� �� τ(G) = ν(G)/Δ(G)�
���� G = �a, b� � Gϕ = �aϕ, bϕ��
��������� ν(G) ���� �� ������� �� ��� ������������ ���� � ����� τ(G)� �� �����
ν(G) ������ Δ(G) �
�a, b, aϕ, bϕ, u | am = (aϕ)m = 1, [a, b] = ar−1, [aϕ, bϕ] = (aϕ)r−1, u = [a, bϕ], um = 1,
ua = ua
ϕ




�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
����� �������� ���������� �� ν(G)� ����� ��� [a, aϕ] = [b, bϕ] = [u, a] = [u, aϕ] = 1�
������ Δ(G) � um = am = (aϕ)m = 1� �����
H ∼= C3m e K ∼= C2∞,
�� ��� b � bϕ ��� ����� ��������





(aϕ)b = aϕu� ub = ub
ϕ
= u−1� ���� H ∩K = 1� ����� ��� τ(G) ∼= H �K�
�� ���� (3)� ����� ��� u ������ ������� �� ν(G)� � �������� �� τ(G) ��� ���������
������ � ����� ����� ������� 4.3 � 4.4� ���������� ��� ������������ ��� � �����
[G,Gϕ] �� �� ����� ����������� ������� G � ����������� ��� C(m,2(r−1))×C(m,r−1)×Cm×
C∞� ������ m > 0 � C(n,4) × C2 × C∞ × Cn� ������ m = 0� ���������������� ����
������������ �������� ��� �� ������ �� �������� ������� �� ��������� ������ ��������
���������� ��� ������������ ���� �� ������ G∧G � M(G) ����� ������� 5.1� �� ��� ���
���� � ����� µ(G) ����� ������� 5.2�� ���������� ����� �������� ��������� � �������
����� ���� �������� ��� ���������� � ���� �� ��� � ����� G = g(a, b;m,n, r) � �������� �
�������� � ����� ν(G)/Δ(G) �� ����� ν(G)�
���� �������� ���� ��������� ���������� � ������ ������ �������� ��� ����� ���������
��� � ����� ν(G)� ������� ��� ����� �� ��� � ����� � ��� ��������� ��� ����� ���
����������� �� �����������
������� ������ ���� G = g(a, b; 0, 2,−1) � ����� ������� ��������
���� ������� �� ������� n = 2� ��� ������������ ���� � ����� ν(G) � ���� ����
�a, b, aϕ, bϕ, u, v, w, z | b2 = 1, (bϕ)2 = 1, [a, b] = a−2, [aϕ, bϕ] = (aϕ)−2, u = [a, bϕ], v = [a, aϕ],





= u−1v−2, (v, w, z centrais)�.
����� � ����� ����� ������� 22� ���������� � �������� ��������� �� G� � ������
[G,Gϕ] ∼= C∞ × C2 × C2 × C2� ���� �������� ������� � ���� ��� {u, v, w, z} �� �����
ν(G) ������ ���� ������� ��������� ��� � ��������� ������ ���� n = 2�
[G,Gϕ] = �u, v, w, z | v2 = 1, w2 = 1, z2 = 1, [u, v] = [v, w] = [u, w] = [u, z] = [v, z] = 1,
[w, z] = 1�.
����� ���� ��������� ������
���
�������� �� ������ �� ����� ν(G) ���� ������ ������������ G
G ∧G = �u�.
M(G) = 1.
��������
τ(G) = �a, b, aϕ, bϕ, u | b2 = (bϕ)2 = 1, [a, b] = a−1, [aϕ, bϕ] = (aϕ)−2, u = [a, bϕ],
ua = ua
ϕ
= u, ub = ub
ϕ
= u−1�
∼= (C∞ × C∞ × C∞)� (C2 × C2).
������� ������ ���� G = g(a, b; 0, 0,−1) � ������� �� ����� ��� G� = �a2� �� �����
�������� o�(a) = 2 � o�(b) � ��������
���� ������� �� ��� ������������ ���� � ����� ν(G)�
�a, b, aϕ, bϕ, u, v, w, z | [a, b] = a−2, [aϕ, bϕ] = (aϕ)−2, u = [a, bϕ], v = [a, aϕ], w = [b, bϕ],
u−1z = [b, aϕ], v4 = 1, z2 = 1, ua = ua
ϕ
= uv−2, ub = ub
ϕ
= u−1v−2,
(v, w, z centrais)�.
����� ������ ��������� ��� �������������
[G,Gϕ] = �u, v, w, z | v4 = 1, w2 = 1�.
G ∧G = �u¯�.
M(G) = 1.
��� ���




∼= (C∞ × C∞ × C∞)� (C∞ × C∞).
������� ��� � ����� τ(G) ������ ���� ������ �� ������� �� ������ � ������ �� �������
��� �b, u� � �bϕ, u��
����������� ����� ���� �������� ��� �� ������ �� ����� ν(G) �� ������ ������������
������ � �������� ���� ��� ���������� �������������� � ������� �� �������� � ����




������� � �������� ������ �� ���
���������� ���� �������� � ������������ ��� ������� � �������� �� ��� ���� ������
�� ����� ����� �������� ��� �� ������� ������������
��� G = g(a, b;m,n, r, s)� � ����� ν(G) � ���� ������
������ ��� ����� � ��� (r, s) �� �������� ��� ������ � �����
G = g(a, b;m,n, r, s) ���� ����� (m,n)
����������������
local l, r, s, u, v;
l := [ ];
for r in [2..m] do
for s in [0..m− 1] do
if GcdInt(r, m) = 1 and EuclideanRemainder(rn, m) = 1
and EuclideanRemainder(s ∗ (r− 1), m) = 0 then
Add(l, [r, s]); fi; od; od;
return l;
end; ;
���������� �� ����� G = g(a, b;m,n, r, s)
gap > f := FreeGroup(2); ;
gap > a := f.1; ; b := f.2; ;
gap > r := [am, bn/as, ab/ar]; ;
gap > G := f/r; ;
������������ ����������� ���� � ����� G = g(a, b;m,n, r, s)
�������� �� ������� � �������� ������ �� ���
gap > j := Image(IsomorphismPcGroup(G)); ;
gap > g := Image(IsomorphismPcpGroup(j));
�������� ���� �� ������ [G,Gϕ]� G∧G� Δ(G)� µ(g)� M(G)� τ(G)�
ν(G)
gap > nag := NonAbelianTensorSquare(g);
gap > neg := NonAbelianExteriorSquare(g);
gap > delta := Kernel(NonAbelianTensorSquareEpimorphism(g));
gap > alpha := NonAbelianTensorSquareEpimorphism(g); ;
gap > gamma := Range(alpha)!.epimorphism; ;
gap > mu := Kernel(alpha ∗ gamma);
gap > ms := Kernel(NonAbelianExteriorSquareEpimorphism(g));
gap > tau := Range(NonAbelianExteriorSquarePlusEmbedding(g));
gap > nug := NonAbelianTensorSquarePlus(g);
gap > PrintPcpPresentation(nug); ��� ������������ ����������� ���� ν(G)
��� G = g(a, b;m,n, r)� � ����� ν(G) � ���� ������
���� � �������� �� ��� ����� �� ��� ����� �������� 3 ���������������
1−� ������� InfiniteMetacyclicPcpGroup(n, m, r) ��� ������� ��� pcp−������������
�� ����� G = g(a, b;m,n, r)� ������� �� ������ �� ������� � ����� ����
2− ��������� � ����� G = g(a, b;m,n, r) � ������ �� �� ����� ����� F (2) � �������� ��
pcp−������
3− ������ ��� ������������ ����������� ���� � ����� G = g(a, b;m,n, r) � ������ ���
������������ �� ������
������� ���� ��� ��� ��������� ���� � ����� G = g(a, b; 0, 8,−1)�
1−
gap > g := InfiniteMetacyclicPcpGroup(8, 0,−1);
Pcp− group with orders[8, 0]
gap > IsAbelian(g);
true
������� ��� ���� ���������� ��� � �� ���� �������� ���� ������� ������ �����������
�� ������� ������ ��������� ����������������� ���� �����������
���
�������� �� ������� � �������� ������ �� ���
2−
gap > f := FreeGroup(2); ;
gap > a := f.1; ; b := f.2; ;
gap > r := [b8, ab/a−1]; ;
gap > h := f/r; ;
gap > IsAbelian(h);
false
gap > j := Image(IsomorphismPcGroup(h));
Error, no method found! For debugging hints type ?Recovery from NoMethodFound
Error, no 3rd choice method found for ‘IsomorphismPcGroup� on 1 arguments
called from < function“HANDLEMETHODNOTFOUND�(< arguments >)
called from read− eval loop at line 198 of ∗ stdin∗
you can ‘quit;� to quit to outer loop, or
you can ‘return;� to continue
brk >
�� ����� � �������� ��� �������� ��� ��� ������������ ����������� ���� � �����
������� ��������� ��������� ��� �������������� ���� ������ �������
3−
gap > col := FromTheLeftCollector(2); ;
gap > SetRelativeOrder(col, 1, 8);
gap > SetConjugate(col, 2, 1, [2,−1]);




gap > g := PcpGroupByCollector(col);
Pcp− group with orders [8, 0]
gap > IsAbelian(g);
false
� ����� ������ ������� �� ��� � ������� ���� �������� � �������� ��� � ������ ��� ����
����������� � �������� �� ����� G = g(a, b;m,n, r) � � �������� ���� ���� 3− ��� �� ��




��� ������������ ��� ���� ���������������� ��������� �� ����� ���������� ������ �����
��� �� ����������� ��� ��� 1 �1969�� 11− 17�
��� ������ ����� ������ ���� ��� ������ ����� ��� ��� ���������� ������ ������ �� �
������� ������������� ��� ���������� 69� ��� 5 �1997�� 353− 364�
��� �������� ���� ��� ������ ����� �������� ���������� ������ ��� ����� �����������
������ ��������� ����������� �� ��� ��������� ������������ ������� 43� ��� 3 �2000��
651− 662�
��� ����� ����� ��� ������������� �� ���������� ��������� ��� ����� ������������ �� ���
��������� ������� �� ����� ������� ������� ����������� ������� 1972�
��� ����� ����� ���� ����� ������������� �� ���������� �������� ����������� �� ��� ����
����� ������������ ������� 40� ��� 2 �1973�� 413− 418�
��� ����� ���� ��� ������ ����� ���������� ���� ����� ������������� �� ����������
������� ������ ����� ����� ���� 40 �1973�� 413?418� �� �� ������ ����������� ��
��� �������� ������������ ������� 43� ��� 1 �1974�� 251− 252�
��� ������ ����� ���������� �� ��� ������� ��� ����� ���������� ������� �� ��� ����
������� ������ ������ �� �������� ������� �� ����� ������ 13� ��� 1 �2010�� 83− 94�
��� ������ ���� ��� ������ ����� ���������� ��� ���������� ������ ������� �� ����������
�������� ������� �� ������� 321� ��� 8 �2009�� 2139− 2148�
��� ������ �� ��� ������ ����� ���� ������ �������� ��� �������� �� �������� ��������
��� ��� 3 �1987�� 311− 335�
���� ������ ��� �������� ���� ��� ���������� ����� ����� ������������ �� �����������
������ �������� �� �������� ������� �� ������� 111� ��� 1 �1987�� 177− 202�
����������� �������������
���� ����������� ����� ������������ �� ��� ������ �� ������ �� ����� ������ ���� 19� �������
����� 1937�
���� ������ ��� ������ ������� ������ �� ����� ��� ����������� ���������� ���� ����
�������� ������� � �������� ������ �����
���� ������� �� � ��� ������� ��� �������������� ������ �� ����� ������ ��� �����������
��������� ���� ���� �������� ������������ ����� �����
���� ����� ��� ����� ���������� ������������������ ��������� ������������� �������
71� ��� 1 �1911�� 116− 144�
���� ����� �� ��� ������� ��� ���������� ��� ����� ������������� ��� ��� ����������
������ ������ �� � ���������� ������� ������� �� ������� 320� ��� 2 �2008�� 927−944�
���� ������ �� ��� �������� ��� ���������� ����� ����������� ��� ������ �������� ��
����� ���������� ����������� �� ��� ����� ����� �������� ������� �� ������������
��� �������� ��������� ��� 137− 147� ����� ����� �������� 1995�
���� ������ ���� ��� ��������� ����� ������� ��������� ��������� 2001�
���� ��� ������ ������������ ����������� ��� ������������ ������� 4.7.5�
2014���2012�� 242− 291� ���������������� ������������
���� ����������� ��� ������ ������� ���� 301� �������� ������������ ����� 2007�
���� ������� ����� ����������� �������� �������������� �� ������� 28� ��� 8 �2000��
3865− 3897�
���� ����� ����� ����� �� ��� �������� ����� �������� �� ������������� ����� �������
������� ��� ��������� 2005�
���� �������� ����� ������������� �� ������� ���� ��� ��������� ���������� ������ �����
���� �������� ����� ���� ���������� ������ ������ �� � ����� ����� ���������� �������
����������� �� ��� ��������� ������������ ������� 30� ��� 1 �1987�� 91− 95�
���� ������ ����� �� �������� �� ����� p������� ���� ������� ��������������� ������������
�� ��� �������� ������������ ������� 210 �1975�� 179− 183�
���� ������������ ��� ��� ����� ����������� ������ ���������� ������ ����� 1987�
���� ����� �� �� �������������� �� ���������� �������� �������� �� ��� ���������� ������
������� ������� �� ��� � ������� ��������
���
����������� �������������
���� ������� ��� �������� �� ��� �������� ��� ������������� ����� ������� �������������
�� ������ �� ����� �� ���������� ��� ���������� ������� ������������ 2004�
���� �������� ��� ��� ��� ������ �� ������� ��� ���� (1959)�
���� ������� ��� ���� ������ �������� ����� �� � ������ ��������� ����� �������������
����������� �� ��� �������� ������������ ������� 3� ��� 4 �1952�� 588− 595�
���� �������� ����� ��� ���� ����� ������ ���� ������� ��������������� ����� �����
�������� 4� ��� 56 �1956�� 190− 194�
���� ��������� ����� � ������ �� ��� ������ �� ������� ���� 80� �������� ������� �
�������� ������ 2012�
���� ������ ����� �� ������������ ��� � ������� ��������� �� ����� �������� ��������
�������������� �� ������� 22� ��� 6 �1994�� 1975− 1998�
���� ������ ����� ������� �� ��� �� ������ ��� ������� ��� ���� ������ ������ �����
����� ������ ������� �1987�� 129− 213�
���� ������ ����� ��� � ������������ ������� �� ��� ����������� ������ ������ �� �
�������������� �� ��������� ���������� �� ����������������������������� ��������
����� ������� 22� ��� 1 �1991�� 63− 79�
���� ������� ����� ��� ������ �� ������� �� ������������� �1973��
���� ������ ��� ��������������� ���� ��� ����������� ��� ��������� ������� ����� ���
�������� ������� ����������������������� ��� ��� ����� ��� ���������� ����������
132 �1907�� 85− 137�
���� ����������� ��� ������� �� ��� �������� ��� ������ ��� �������� ���� �1994��
���� ������ ��� ��� ���� ������������� ������� ��������������� �� ������� 63� ��� 1
�1980�� 186− 225�
���� �� � ����� ����������� ������ �� ��� ������� ����������� �� ��� ������ ������������
������� 3� ��� 1 �1994�� 47− 71�
���� �� �� ����� ���������� ������������ ������� �� �������� ����������� 3� ��� 3 �1987��
231− 247�
���� �� �� ����� ����������� ���� ������� ��������� ������� ������������ �� �����������
��� ��� ������������� 48� ��������� ���������� ������ ���������� �1994��
���
����������� �������������
���� ������� ��� ����� ��� ������������� ����������� ������ ���������� ����������������
���������������� ��� ���������� ��� ������ 19� ��� 1 �1908�� 1− 118�
���� �������� �� �� ���� ��������� �� ���������� �������� ����������� �� ��� ��������
������������ ������� 24� ��� 4 �1970�� 724− 726�
���� ���������� ����� �� ������� ����� ���������� ������ �� ����������� �1950�� 51 −
110�
���� ����������� ��� ��� ������ �� ������� ������� ������������ 1999�
���
